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GRUPOS PARATOPOLÓGICOS
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Resumen

En el primer caṕıtulo se encuentran algunas definiciones y resultados que
utilizaremos en los caṕıtulos posteriores.

En el segundo caṕıtulo de esta tesis damos una caracterización interna de
los subgrupos de productos de grupos paratopológicos Ti primero (segundo
numerble), para i = 0, 1. En el caso T1 demostramos que un grupo parato-
pológico T1 G es topológicamente isomorfo a un subgrupo de un producto
de grupos paratopológicos T1 primero (segundo) numerables si y sólo si G es
ω-balanceado (totalmente ω-estrecho) y G tiene número de simetŕıa nume-
rable, donde el número de simetŕıa de un grupo semitopológico es definido
como el mı́nimo cardinal κ tal que para cada vecindad U de e en G, existe
una familia γ ⊆ N (e) tal que

⋂
V ∈γ V

−1 ⊆ U y |γ| ≤ κ. También probamos
que todo grupo paratopológico 2-pseudocompacto con número de simetŕıa
numerable, es un grupo topológico.

Construimos un grupo paratopológico abeliano H, funcionalmente Haus-
dorff, totalmente ω-estrecho con pseudocarácter numerable que no se puede
condensar en un grupo paratopológico Hausdorff primero numerable. Además,
Hs(H) > ω. Este ejemplo responde en forma negativa algunas preguntas
planteadas por M. Sanchis y M. Tkachenko.

En la sección 3.1 probamos que un grupo paratopológico regular total-
mente ω-estrecho G tiene ı́ndice de regularidad numerable (lo cual responde
una pregunta publicada por M. Tkachenko), es decir, para cada vecindad U
de la identidad e en G, podemos encontrar una vecindad V de e y una fami-
lia numerable γ de vecindades de e tales que

⋂
W∈γ VW

−1 ⊆ U . Utilizando
este hecho demostamos que todo grupo paratopológico regular (Hausdorff)
totalmente ω-estrecho es completamente regular (funcionalmente Hausdorff).
También probamos que en todo grupo paratopológico regular G, el ı́ndice de
regularidad de G es menor o igual que el número Lindelöf débil de G.

En la sección 3.2 se demuestra que todo grupo paratopológico Hausdorff
con π-carácter numerable tiene una diagonal Gδ de rango infinito. Lo cual
responde en forma positiva una pregunta planteada por A. Arhangel’skii y A.
Bella. También construimos un grupo paratopológico Hausdorff de π-carácter
no numerable el cual contiene un subgrupo denso segundo numerable.

En la sección 3.3 probamos que todo grupo paratopológico Hausdorff
Lindelöf con pseudocarácter numerable se puede condensar sobre un espacio
metrizable segundo numerable. Este resultado responde una pregunta de M.
Tkachenko.
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Introducción

Un grupo semitopológico (paratopológico) (G, τ) consiste de un grupo
abstracto G dotado de una topoloǵıa τ con la cual la multiplicación es se-
paradamente (conjuntamente) continua. Un grupo semitopológico (parato-
pológico) es llamado cuasitopológico (topológico) si la inversión es continua.
Dado un grupo semitopológico G con identidad e, denotemos por NG(e) a la
familia de vecindades abiertas de e en G. Si no hay ambigüedad del grupo
semitopológico en cuestión, solamente escribiremos N (e).

Durante mucho tiempo se ha investigado qué condiciones topológicas y/o
algebraicas en un grupo semitopológico (paratopológico) G implican que G
es un grupo topológico. En 1957 R. Ellis [13] demostró que cada grupo semi-
topológico localmente compacto Hausdorff es un grupo topológico. Después,
en 1960 Żelazko [34] prueba que cada grupo semitopológico completamente
metrizable es un grupo topológico. Bouziad en [11] demuestra que cada grupo
semitopológico Čech-completo es un grupo topológico.

En 2007 M. Sanchis y M. Tkachenko demuestran que cada P-grupo pa-
ratopológico Hausdorff Lindelöf es un grupo topológico [29]. En la propo-
sición 2.1.7 debilitamos la condición de espacio Hausdorff a T1. En 2010
Ravsky prueba que en todo grupo paratopológico 2-pseudocompacto de pseu-
docarácter numerable la inversa es continua [23], respondiendo de esta forma
a una pregunta planteada por Alas y Sanchis en [1]. En la sección 2.1, en
la proposición 2.1.10 damos una caracterización de cuando un grupo para-
topológico 2-pseudocompacto es un grupo topológico, la cual generaliza el
resultado de Ravsky mencionado anteriormente.

Katz demuestra que un grupo topológico es topológicamente isomorfo
a un subgrupo de un producto de grupos topológicos primero numerables
(metrizables) si y sólo si es ω-balanceado [18]. El caso de grupos topológicos
segundo numerables es descrito por Guran en [15]: un grupo topológico G
admite un encaje topológico como un subgrupo de un producto de grupos
topológicos segundo numerables si y sólo si G es ω-estrecho.

Sea P una propiedad topológica y/o algebraica. Siguiendo la terminoliǵıa
de Tkachenko en [31], decimos que un grupo paratopológico (topológico) G
es proyectivamente P si para cada U ∈ NG(eG), existe un homomorfismo
continuo p : G → H sobre un grupo paratopológico (topológico) H con la
propiedad P tal que p−1(V ) ⊆ U , para alguna V ∈ NG(eH). Por el corola-
rio 2.2.2, un grupo paratopológico es proyectivamente Ti primero (segundo)
numerables si y sólo si es topológicamente isomorfo a un subgrupo de un
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producto de grupos paratopológicos Ti primero (segundo) numerables, para
i = 0, 1, 2, 3, 31

2
.

Tkachenko utiliza el concepto de número de Hausdorff, para caracteri-
zar los grupos paratopológicos que son proyectivamente Hausdorff primero
(segundo) numerables ([31, Theorems 2.7–2.8]). En ese mismo art́ıculo Tka-
chenko describe el caso de grupos paratopológicos regulares: un grupo para-
topológico G admite un encaje topológico como un subgrupo de un producto
de grupos paratopológicos primero (segundo) numerables si y sólo si G tiene
ı́ndice de regularidad numerable y es ω-balanceado (totalmente ω-estrecho).

En la sección 2.2, en los teoremas 2.2.5 y 2.2.6 mostramos que un grupo
paratopológico T0 es proyectivamente T0 primero (segundo) numerable si y
sólo si es ω-balanceado (totalmente ω-estrecho). En los teoremas 2.2.7 y 2.2.10
describimos el caso de grupos paratopológicos T1, concretamente, probamos
que un grupo paratopológico T1 G es topológicamente isomorfo a un subgrupo
de un producto de grupos paratopológicos T1 primero (segundo) numerables
si y sólo si G es ω-balanceado (totalmente ω-estrecho) y G tiene número de
simetŕıa numerable. Un grupo paratopológico G tiene número de simetŕıa
numerable si para cada vecindad U de e en G, existe una familia numerable
γ ⊆ N (e) tal que

⋂
V ∈γ V

−1 ⊆ U .
En [29, Problem 6.3], Sanchis y Tkachenko preguntan ¿todo grupo pa-

ratopológico Hausdorff totalmente ω-estrecho con pseudocarácter numerable
se puede condensar en un grupo paratopológico H Hausdorff segundo nume-
rable? El ejemplo 2.2.15 de este art́ıculo responde en forma negativa a esta
pregunta ya que construimos un grupo paratopológico Hausdorff totalmente
ω-estrecho con pseudocarácter numerable que no admite un isomorfismo con-
tinuo sobre un grupo paratopológico Hausdorff segundo numerable. El grupo
H del ejemplo 2.2.15 tiene número de Hausdorff no numerable lo cual res-
ponde (en forma negativa) la pregunta plateada por Tkachenko [31, Problem
4.1]: ¿cada grupo paratopológico Hausdorff totalmente ω-estrecho G tiene
número de Hausdorff numerable?

En la sección 3.1, demostramos algunas desigualdades en la clase de gru-
pos paratopológicos (semitopológicos). En particular, probamos que todo
grupo paratopológico regular totalmente ω-estrecho G tiene ı́ndice de re-
gularidad numerable (ver Teorema 3.1.2). Utilizando el Teorema 3.1.2 y [31,
Theorem 3.8] podemos concluir que un grupo paratopológico regular G es
topológicamente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos para-
topológicos regulares segundo numerables si y sólo si G es totalmente ω-
estrecho. Este hecho responde en forma positiva a un problema formulado



iv ÍNDICE GENERAL

por M. Tkachenko (ver [33]): supongamos que G es un grupo paratopológi-
co Tychonoff totalmente ω-estrecho. ¿Es G topológicamente isomorfo a un
subgrupo de un producto de grupos paratopológicos regulares segundo nu-
merables?

El siguiente problema aún permanece abierto: supongamos que G es un
grupo paratopológico regular (primero numerable). ¿Es G completamente
regular?, ¿es G funcionalmente Hausdorff? En esta dirección probamos que
todo grupo paratopológico regular (Hausdorff) totalmente ω-estrecho es com-
pletamente regular (funcionalmente Hausdorff).

En [31] se demuestra que en todo grupo paratopológico regular el número
de Lindelöf es mayor o igual que el ı́ndice de regularidad. Claramente el núme-
ro Lindelöf débil de un espacio X, denotado por wl(X) es menor o igual que
el número de Lindelöf de X. El teorema 3.1.10 establece que para todo gru-
po paratopológico regular G se satisface la desigualdad Ir(G) ≤ wl(G). En
particular, cada grupo paratopológico regular precompacto (separable) tiene
ı́ndice de regularidad numerable. No sabemos si todo grupo paratopológi-
co regular ω-estrecho tiene ı́ndice de regularidad numerable (ver problema
3.1.3).

En [25] A. Ravsky prueba que todo grupo paratopológico G cumple la
igualdad πω(G) = Inl(G)πχ(G). Recientemente, en [20] Li, Mou y Wang
(A. Ravsky de forma independiente) demuestran la desigualdad d(G) ≤
Inl(G)χ(G) para un grupo semitopológico G. En el teorema 3.1.21 demostra-
mos que dado un grupo semitopológico G se cumple πω(G) = Inl(G)πχ(G).
Claramente, el teorema 3.1.21 generaliza los resultados mencionados ante-
riormente.

En la sección 3.2, probamos resultados relacionados con el rango de la
diagonal de un grupo paratopológico. En [21], C. Liu demuestra que todo
grupo paratopológico G Hausdorff primero numerable tiene una digonal Gδ

regular, es decir, la diagonal de G×G es la intersección numerable de cerrados
regulares en G×G. Posteriormente, A. Arhangel’skii y A. Bella prueban que
todo grupo paratopológico Hausdorff primero numerable tiene una digonal
Gδ de rango infinito. Generalizando de esta forma el resultado de C. Liu
debido a que un espacio con una diagonal Gδ de rango 3 tiene una diagonal
Gδ regular (ver [2, Proposition 1]).

En [2], A. Arhangel’skii y A. Bella platean el problema: ¿Todo grupo para-
topológico Hausdorff (regular) con π-carácter numerable tiene una diagonal
Gδ de rango infinito? En el teorema 3.2.8 respondemos en forma positiva
esta pregunta. También demostramos que si G es un grupo paratopológico
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Hausdorff ω-balanceado con número de Hausdorff numerable y ψ(G) ≤ ω,
entonces G tiene una diagonal Gδ de rango infinito (ver proposición 3.2.16).
Este hecho generalizado el resultado de A. Arhangel’skii y A. Bella men-
cionado anteriormente, porque todo grupo paratopológico Hausdorff primero
numerable es ω-balanceado, tiene número de Hausdorff numerable y pseudo-
carácter numerable.

En la sección 3.3, trabajamos con condesaciones de un grupo parato-
pológico sobre un espacio segundo numerable. Basándonos en los art́ıculos
[3] y [28], probamos que un grupo semitopológico completamente regular G
ω-estrecho con número de Hausdorff numerable y ψ(G) ≤ ω se puede con-
densar sobre un espacio metrizable segundo numerable (ver teorema 3.3.1).
Apoyándonos en este resultado, demostramos que todo grupo paratopológico
Hausdorff Lindelöf con pseudocarácter numerable admite una subtopoloǵıa
metrizable segundo numerable, lo cual responde una pregunta planteada por
M. Tkachenko en [32] (ver teorema 3.3.4).

Se prueba que todo grupo semitopológico (paratopológico) regular (Haus-
dorff) ω-estrecho con número de Hausdorff numerable y pseudocarácter nu-
merable se puede condensar sobre un espacio Urysohn segundo numerable
(ver teorema 3.3.8 y corolario 3.3.10).



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Definiciones y ejemplos

Un grupo semitopológico (G, τ) consiste de un grupo algebraico G dotado
de una topoloǵıa τ con la cual la multiplicación en G es separadamente con-
tinua. El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la definición
de grupo semitopológico.

Proposición 1.1.1. Si G es un grupo semitopológico y A,O ⊆ G con O
abierto en G, entonces los conjuntos AO = {ao : a ∈ A, o ∈ O} y OA =
{oa : o ∈ O, a ∈ A} también son abiertos en G.

Dado un grupo G, la función “inversión” In : G→ G está definida como
In(x) = x−1, para cada x ∈ G. Un grupo semitopológico es llamado grupo
cuasitopológico si la inversión es continua.

Un grupo paratopológico (G, τ) consiste de un grupo algebraico G dotado
de una topoloǵıa τ con la cual la multiplicación en G es continua. Claramente,
todo grupo paratopológico es un grupo semitopológico.

Ejemplo 1.1.2. Sea S la recta de Sorgenfrey, es decir, los números reales R
con la suma y la topoloǵıa τ generada por los intervalos [a, b), donde a, b ∈ R
y a < b. Entonces S es un grupo paratopológico. No obstante, la inversión en
S no es continua.

Un grupo paratopológico es llamado grupo topológico si la inversión es
continua.

2
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Sea G un grupo. Fijemos g ∈ G. Consideremos las funciones λg y ρg,
ambas de G en G, defnidas como λg(x) = gx y ρg(x) = xg para cada x ∈
G. La función λg (respectivamente, ρg) es llamada la translación izquierda
(respectivamente, translación derecha) de G por g. Claramente G es un grupo
semitopológico si y sólo si las funciones λg y ρg son continuas para cada g ∈ G.

Proposición 1.1.3. Sea G un grupo semitopológico y g un elemento de G.
Entonces,

a) las funciones λg y ρg son homeomorfismos del espacio de G en él mis-
mo;

b) para cualquier base local Be de e en G, las familias {gU : U ∈ Be} y
{Ug : U ∈ Be} son una base local de g en G.

Demostración. Provemos a). Como G es un grupo semitopológico, las trans-
laciones λg y ρg son continuas. Es fácil ver que la inversa de λg es λ−1

g , por
lo tanto, λg es un homeomorfismo de G en G. De forma similar se demuestra
que ρg es un homeomorfismo de G en él mismo. La parte b) se sigue de a).

Corolario 1.1.4. Todo grupo semitopológico es un espacio homogéneo.

1.2. Propiedades básicas

En el siguiente teorema describimos la topoloǵıa de un grupo parato-
pológico en términos de una base local de la identidad.

Teorema 1.2.1. Sean G un grupo paratopológico y U una base local de la
identidad e en G. Entonces:

i) para U, V ∈ U , existe un elemento W ∈ U el cual satisface W ⊆ U ∩V ;

ii) para cada U ∈ U y cada x ∈ U , existe V ∈ U talque V x ⊆ U ;

iii) para cada U ∈ U y cada x ∈ G, existe V ∈ U tal que xV x−1 ⊆ U ;

iv) para cada U ∈ U , existe un elemento V ∈ U el cual satisface V 2 ⊆ U .

Rećıprocamente, sea G un grupo y sea U una familia de subconjuntos de G que
satiface las condiciones i)–iv). Entonces BU = {Ua : a ∈ G,U ∈ U} es una
base para una topoloǵıa τU en G tal que (G, τU) es un grupo paratopológico.
Además, la familia {aU : a ∈ G,U ∈ U} también es una base para la topoloǵıa
τU .
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Demostración. Supongamos que G es un grupo paratopológico. La parte i)
se cumple porque U es una base local e. Los incisos ii) y iii) se siguen de
la continuidad de las funciones ρx y ρx−1 ◦ λx. Como la multiplicación es
continua en G, se satisface iv).

Provemos el rećıproco. Sea U una familia de subconjuntos de G que satifa-
ce las condiciones i)–iv). Sea τ la familia de conjuntos W ⊆ G que satisfacen
la siguiente condición:

(?) para cada x ∈ W , existe U ∈ U tal que Ux ⊆ W .

Afirmación 1. τ es una topoloǵıa en G.

En efecto, es claro que el vaćıo y G están en τ . También es claro que la
unión arbitraria de elementos de τ está en τ . Ahora, tomemos W1,W2 ∈ τ .
Pongamos W = W1 ∩W2. Veamos que W pertenece a τ . Tomemos x ∈ W ,
existen U1, U2 ∈ U tales que Uix ⊆ Wi para i = 1, 2. Por i), podemos
encontrar U ∈ U tal que U ⊆ U1 ∩U2. Por lo tanto, Ux ⊆ W1 ∩W2 = W . Se
sigue de lo anterior que W ∈ τ . Hemos probado la afirmación.

Afirmación 2. Ux ∈ τ , para cada x ∈ G y cada U ∈ U .

Tomemos y ∈ Ux, equivalentemente, yx−1 ∈ U . Por ii), existe un elemento
V ∈ U el cual satisface V yx−1 ⊆ U , es decir, V y ⊆ Ux. Por lo tanto, el
conjunto Ux está en U .

La afirmación 2 y la condición ii) implican lo siguiente:

Afirmación 3. La familia BU = {Ua : a ∈ G,U ∈ U} es una base para la
topoloǵıa τ . En consecuencia τ = τU .

Afirmación 4. La multiplicación en G es continua respecto a la topoloǵıa τ .

Tomemos a, b ∈ G y O un elemento de τ tal que ab ∈ O. Por la definición
de τ , podemos encontrar W ∈ U tal que Wab ⊆ O. La condición iv) garantiza
la existencia de un elemento U ∈ U el cual satisface U2 ⊆ W . Por iii), existe
V ∈ U tal que aV a−1 ⊆ U . Se sigue de lo anterior que U(aV a−1) ⊆ U2 ⊆ W ,
por lo tanto, UaV b = U(aV a−1)ab ⊆ Wab. Queda probada la afirmación.

Afirmación 5. bV ∈ τ , para cada b ∈ G y cada V ∈ U .

Tomemos y ∈ bV , es decir, b−1y ∈ V . Por ii), existe W ∈ U tal que
Wb−1y ⊆ V . Aplicando iii), podemos encontrar un elemento U ∈ U el cual
satisface b−1Ub ⊆ W . En consecuencia, b−1Uy = (b−1Ub)b−1y ⊆ Wb−1y ⊆ V ,
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esto es, b−1Uy ⊆ V . Por lo tanto, Uy ⊆ bV . Hemos probado la afirmación.

Por último, de la afirmación 5 y la condición iii) se concluye que la familia
{aU : a ∈ G,U ∈ U} también es una base para la topoloǵıa τ .

Sea A un subconjunto de un grupo semitopológico G, definimos el inverso
de A como A−1 = {a−1 : a ∈ A}. Decimos A es simétrico si A = A−1.

Proposición 1.2.2. Sea G un grupo paratopológico y U una base local de la
identidad e en G. Entonces son equivalentes:

a) G es un grupo topológico;

b) para cada U ∈ U , existe V ∈ U tal que V −1 ⊆ U .

Demostración. a) implica b) porque la inversión es continua en la identidad.
Probemos que b) implica a). Tomemos un abierto O en G y un elemento
arbitrario o ∈ O. El conjunto o−1O es una vecindad abierta de e. Como U
es una base local de e, podemos encontrar U ∈ U tal que U ⊆ o−1O. Por
hipótesis, existe un elemento V ∈ U el cual satisface V −1 ⊆ U . Por lo tanto,
V ⊆ U−1 ⊆ O−1o, en consecuencia, o−1 ∈ V o−1 ⊆ O−1. Como G es un
grupo paratopológico, V o−1 es una vecindad abierta de o−1. Por lo tanto, el
conjunto O−1 es abierto en G. Hemos demostrado que la inversión es continua
en G.

Ejemplo 1.2.3. Consideremos el grupo multiplicativo S1 = {x ∈ C : |x| =
1}. Sea Un = {eiθ : 0 ≤ θ < 1

n
} para cada n ∈ N. Entonces existe una

topoloǵıa τ en S1 tal que K = (S1, τ) es un grupo paratopológico y la fa-
milia U = {Un : n ∈ N} es una base local de la identidad. Sin embargo, K
no es un grupo topológico. El grupo paratopológico K es conocido como la
circunferencia de Sorgenfrey.

Demostración. Probemos que la familia U satisface las condiciones del teo-
rema 1.2.1. Las condiciones i) y iii) son claras. Demostremos ii). Para ello,
tomemos Un ∈ U y x ∈ Un. Por la definición de Un, x = eiθ con 0 ≤
θ < 1

n
}. Podemos encontrar m ∈ N tal que 1

m
< 1

n
− θ. Si y ∈ Um, en-

tonces yx = eiα con α ∈ [0, 1
n
), es decir, Umx ⊆ Un. La parte iv) es conse-

cuencia de U2
n = {eiθ : 0 ≤ θ < 2

n
}. De acuerdo a la proposición 1.2.2, K

no es un grupo topológico porque ningún elemento de U está contenido en
U−1

1 = {e−iθ : 0 ≤ θ < 1}.
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Definición 1.2.4. Dado un grupo semitopológico G con identidad e, denote-
mos por NG(e) a la familia de vecindades abiertas de e en G. Si no hay am-
bigüedad del grupo semitopológico en cuestión, solamente escribiremos N (e).

Proposición 1.2.5. Si G es un grupo semitopológico, entonces para cual-
quier subconjunto A de G se satisface:

A =
⋂

U∈N (e)

AU−1 =
⋂

U∈N (e)

U−1A.

Demostración. El punto x está en A si y sólo si la intersección xU ∩ A
(respectivamente, Ux∩A) no es vaćıa para cada U ∈ N (e), equivalentemente,
x ∈ AU−1 (respectivamente, x ∈ U−1A) para cada U ∈ N (e). Lo anterior
muestra que A =

⋂
U∈N (e) AU

−1 (respectivamente, A =
⋂
U∈N (e) U

−1A).

Corolario 1.2.6. Sea A un subconjunto de un grupo semitopológico G. En-
tonces, A ⊆ AU−1 y A ⊆ U−1A para cada U ∈ N (e).

Proposición 1.2.7. Sea G un grupo paratopológico. Si U, V ∈ N (e) satis-
facen V 2 ⊆ U , entonces V −1 ⊆ U−1.

Demostración. Por el corolario anterior, V −1 ⊆ V −1V −1 ⊆ U−1.

1.3. Grupo topológico asociado

Dado un grupo paratopológico podemos asignarle de forma funtorial un
grupo topológico de la siguiente manera:

Sea G un grupo paratopológico con topoloǵıa τ , definimos la topoloǵıa
conjugada τ−1 en G como τ−1 = {U−1 : U ∈ τ}. Pongamos G′ = (G, τ−1).
Entonces G′ es un grupo paratopológico homeomorfo a G. El supremo τ ∗ =
τ ∨ τ−1 es una topoloǵıa de grupo en G y G∗ = (G, τ ∗) se llama el grupo
topológico asociado a G. Observemos que τ ∗ es la mı́nima de la topoloǵıas de
grupo en G que contienen a τ .

Definición 1.3.1. Sea P una propiedad definida en la clase de grupos pa-
ratopológicos. Decimos que un grupo paratopológico G es totalmente P si el
grupo topológico G∗ tiene la propiedad P.

El siguiente resultado describe la topoloǵıa del grupo topológico asociado
G∗ en términos de la topologia de G.
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Proposición 1.3.2. Si B es una base local de la identidad en el grupo pa-
ratopológico G, entonces B∗ = {U ∩ U−1 : U ∈ B} es una base local de la
identidad en G∗. Además, si G es T0, entonces G∗ es completamente regular.

Demostración. La primera parte es inmediata de la definición de grupo to-
pológico asociado. Supongamos que G es T0. Como la topoloǵıa en G∗ es
más fina que la topoloǵıa en G, el grupo G∗ es T0. Para finalizar la demos-
tración basta recordar que en grupos topológicos ser T0 es equivalente a ser
completamente regular.

El siguiente resultado nos permite estudiar algunas propiedades topológi-
cas del grupo topológico asociado G∗ en términos del grupo paratopológico
G.

Proposición 1.3.3. ([5], [29]) Sea G un grupo paratopológico. Si conside-
ramos la diagonal ∆G = {(x, x) : x ∈ G} con la topoloǵıa que hereda del
producto G × G′, entonces ∆G es un grupo topológico el cual es topológica-
mente isomorfo al grupo G∗. Además, si G es T1, el grupo ∆G es cerrado en
G×G′.

Demostración. Es claro que ∆G es un grupo algebraico y, por lo tanto, es un
grupo paratopológico si se le considera con la topoloǵıa heredada de G×G′.
Veamos que ∆G es un grupo topológico. Una base local de la identidad (e, e)
en ∆G es B(∆G) = {(U × U−1) ∩ ∆G : U ∈ NG(e)}. Tenemos la igualdad
(U×U−1)∩∆G = {(x, x) : x ∈ U ∩U−1} para cada U ∈ NG(e). Por lo tanto,
B(∆G) es una familia de vecindades simétricas de (e, e) en ∆G. Aplicando
la proposición 1.2.2, tenemos que ∆G es un grupo topológico. Claramente la
función p : ∆G → G∗, definida como p(x, x) = x es un isomorfismo de grupos.
Además p((U × U−1) ∩∆G) = U ∩ U−1. Lo cual muestra que p es continua
y abierta. De lo anterior podemos concluir que p es un homeomorfismo. En
consecuencia, ∆G es topológicamente isomorfo al grupo G∗.

Por último, supongamos que G es T1. Tomemos x, y ∈ G con x 6= y,
entonces xy−1 6= e. Como G es T1 podemos encontrar una vecindad W de
xy−1 en G tal que e /∈ W . Por la continuidad de la multiplicación en G,
existen vecindades U, V de x y y−1, respectivamente; las cuales satisfacen
xy−1 ∈ UV ⊆ W . En consecuencia e /∈ UV . Por lo tanto, U × V −1 es una
vecindad de (x, y) en G×G′ la cual no intersecta a la diagonal ∆G.

Lema 1.3.4. ([29]) Sea G un grupo paratopológico. Entonces se satisface lo
siguiente:
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a) Si G es primero (segundo) numerable, entonces G∗ también lo es;

b) Si G es T1 y σ-compacto, G∗ es Hausdorff σ-compacto.

1.4. Regularización

Dado un espacio (X, τ), se define la semiregularización de τ como τr =
{intU : U ∈ τ}. La topoloǵıa τr es más débil que τ y el espacio r(X) =
(X, τr) es llamado la semiregularización de X. Es fácil probar que si X es
Hausdorff, el espacio r(X) es Hausdorff y semiregular, es decir, la familia
de abiertos regulares en r(X) forma una base para r(X). Si (G, τ) es un
grupo paratopológico, entonces al espacio r(G) = (G, τr) lo llamaremos la
regularización de G debido al siguiente hecho:

Teorema 1.4.1. ([25, Example 1.9]) Si (G, τ) es un grupo paratopológico
Hausdorff, entonces r(G) = (G, τr) es un grupo paratopológico regular.

La familia Br = {intU : U ∈ NG(e)} es una base local de la identidad e
en r(G). Veamos que r(G) es un grupo paratopológico, para ello, es suficiente
probar que la familia Br satisface las condiciones de Pontryagin que aparecen
en el teorema 1.2.1.

La parte i) se cumple porque la intersección de dos abiertos regulares es
un abierto regular.

Para la condición ii), tomemos U ∈ NG(e) y x ∈ intU . Como intU
es abierto en G, existe V ∈ NG(e) tal que V x ⊆ intU . En consecuencia,

(intV )x = int(V x) ⊆ int(intU) = intU .
La parte iii) se satisface debido a que las translaciones izquierdas y dere-

chas son homeomorfismos de G en G.
Probemos la condición iv). Tomemos U ∈ NG(e). Como G es un grupo

paratopológico, existe V ∈ NG(e) tal que V 2 ⊆ U . Por la continuidad de

la multiplicación en G, tenemos que V
2 ⊆ U . Como intV es abierto en G,

tenemos que (intV )2 ⊆ int(V
2
) ⊆ intU .

De lo anterior podemos concluir que r(G) es un grupo paratopológico.
Como G es Hausdorff, el espacio r(G) es Hausdorff. Veamos que r(G) es
regular. La semiregularización de un espacio G tiene los mismos abiertos
regulares que el espacio G. Sabemos que la familia Br consiste de abiertos
regulares en G, por lo tanto, la familia Br está formada de abiertos regulares
en r(G). Tomemos O ∈ Br. La igualdad intτrO

τr
= O se satisface porque O
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es un abierto regular en r(G). Como r(G) es un grupo paratopológico, existe
W ∈ Br tal que W 2 ⊆ O. En consecuencia WW

τr ⊆ W
τr
W

τr ⊆ O
τr

. Aśı,
W

τr ⊆ intτrO
τr

= O. Hemos probado que r(G) es un grupo paratopológico
regular.



Caṕıtulo 2

Encajes

En este caṕıtulo caracterizamos los subgrupos de productos de grupos
paratopológicos Ti primero (segundo) numerables, para i = 0, 1. Para ello
necesitamos el concepto de número de simetŕıa. Además, respondemos algu-
nas preguntas planteadas por M. Sanchis y M. Tkachenko en [29] y [31].

2.1. Número de simetŕıa

Recordemos que N (e) denota al conjunto de vecindades abiertas de e en
G (ver definición 1.2.4). Un grupo semitopológico G es T1 si y sólo si para
cada x ∈ G \ {e}, existe V ∈ N (e) tal que x /∈ V , es decir,

⋂
V ∈N (e) V = {e},

equivalentemente,
⋂
V ∈N (e) V

−1 = {e}. Sea G un grupo semitopológico T1.
Con base en lo anterior, definimos el número de simetŕıa de G, denotado por
Sm(G), como el mı́nimo cardinal κ tal que para cada vecindad U de e en G,
existe una familia γ ⊆ N (e) tal que

⋂
V ∈γ V

−1 ⊆ U y |γ| ≤ κ.
Un grupo semitopológico T1 G satisface Sm(G) = 1 si y sólo si G es un

grupo cuasitopológico, es decir, un grupo semitopológico con inversa conti-
nua. Las siguientes tres proposiciones se deducen fácilmente de la definición
de número de simetŕıa (los espacios involucrados en dichas proposiciones son
considerados T1).

Proposición 2.1.1. Si K es un subgrupo del grupo semitopológico G, en-
tonces se tiene la desigualdad Sm(K) ≤ Sm(G).

Proposición 2.1.2. Cada grupo semitopológico G satisface Sm(G) ≤ ψ(G),
donde ψ(G) es el pseudocarácter de G.

10
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Proposición 2.1.3. Sea G =
∏

i∈I Gi el producto de una familia de grupos
semitopológicos tales que Sm(Gi) ≤ κ para cada i ∈ I. Entonces Sm(G) ≤ κ.

El siguiente resultado relaciona el número de Lindelöf y el número de
simetŕıa de un grupo paratopológico G.

Proposición 2.1.4. Si G es un grupo paratopológico T1, entonces se satisface
la desigualdad Sm(G) ≤ l(G).

Demostración. Tomemos U ∈ N (e). Como G es un grupo paratopológico T1,
para cada x ∈ G\U existe Vx ∈ N (e) tal que e /∈ xV 2

x , es decir, V −1
x ∩xVx = ∅.

La familia {xVx : x ∈ G \ U} es una cubierta abierta del cerrado G \ U , por
lo tanto, existe un subconjunto S ⊆ G \ U tal que |S| ≤ l(G) y la familia
γ = {xVx : x ∈ S} cubre a G \ U . De lo anterior se sigue que

⋂
V ∈γ V

−1 ⊆ U
y |γ| ≤ l(G). Por lo tanto, Sm(G) ≤ l(G).

En un intento de extender la proposición anterior a grupos semitopológi-
cos se plantea el siguiente problema.

Problema 2.1.5. ¿Cada grupo semitopológico regular G cumple la desigual-
dad Sm(G) ≤ l(G)?

Un espacio X es un P-espacio si cada conjunto Gδ en X es abierto. Sea
(G, τ) un grupo semitopológico (paratopológico). La familia de conjuntos Gδ

en (G, τ) forma una base para una topoloǵıa τω en G. Esta topoloǵıa es
llamada la Gδ-modificación de τ . Es fácil probar que (G)ω = (G, τω) es un
grupo semitopológico (paratopológico). Es claro que (G)ω es un P-espacio.
Más aún, G es un P-espacio si y sólo si G = (G)ω. El siguiente hecho es
auxiliar en la prueba de la proposición 2.1.7.

Proposición 2.1.6. Sean G un grupo semitopológico y (G)ω su Gδ-modificación.
Entonces (G)ω es un grupo cuasitopológico si y sólo si Sm(G) ≤ ω.

Demostración. Denotemos por Nω(e) al conjunto de vecindades de la identi-
dad en (G)ω. Supongamos que (G)ω es un grupo cuasitopológico. Tomemos
U ∈ N (e), entonces U está en Nω(e). Por hipótesis, existe V ∈ Nω(e) tal
que V −1 ⊆ U . Podemos encontrar una familia {Vn : n ∈ ω} ⊆ N (e) tal que⋂
n∈ω Vn ⊆ V , por lo tanto,

⋂
n∈ω V

−1
n ⊆ U . Lo cual implica que Sm(G) ≤ ω.

Rećıprocamente, supongamos que Sm(G) ≤ ω. Veamos que (G)ω es un grupo
cuasitopológico. Sea U ∈ Nω(e), entonces

⋂
n∈ω Un ⊆ U con Un ∈ N (e) para

toda n ∈ ω. Por hipótesis, para cada n ∈ ω, existe una familia numerable
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γn ⊆ N (e) tal que
⋂
W∈γn W

−1 ⊆ Un. Pongamos γ =
⋃
n∈ω γn, es claro que

V =
⋂
W∈γW es un conjunto que satisface V ∈ Nω(e) y V −1 ⊆ U .

En [29], M. Sanchis y M. Tkachenko demuestran que si H es un grupo
paratopológico Hausdorff tal que H es un P-espacio Lindelöf, entonces H es
un grupo topológico. La siguiente proposición muestra que el resultado es
válido si debilitamos la condición de espacio Hausdorff a T1.

Proposición 2.1.7. Si G es un grupo paratopológico T1 tal que G es un
P-espacio Lindelöf, entonces G es un grupo topológico.

Demostración. Consideremos G como en las hipótesis. Por la proposición
2.1.4 tenemos Sm(G) ≤ ω. Como G = Gω por ser G un P-espacio, aplicando
la proposición 2.1.6 obtenemos el resultado.

Dado un grupo paratopológico G y un subgrupo H de G, en general la
Gδ-cerradura de H no es un subgrupo de G como se muestra a continuación.

Ejemplo 2.1.8. Consideremos el conjunto de enteros Z y κ un cardinal
no numerable. Para cada subconjunto finito A ⊆ κ, definamos el conjunto
UA ⊆ Zκ como

UA = {x ∈ Zκ : x(α) = 0 si α ∈ A y x(α) ≥ 0 si α ∈ κ \ A}.
Existe una topoloǵıa τ en Zκ tal que G = (Zκ, τ) es un grupo paratopológico
completamente regular y la familia U = {UA : A ⊆ κ, |A| < ω} es una base
local de la identidad en Zκ (ver [31, Example 2.9]). Pongamos H = {x ∈
G : |supp(x)| ≤ ω}, donde supp(x) = {α ∈ κ : x(α) 6= 0}. Denotemos
por K a la Gδ-cerradura de H en G. Sea z el elemento de G que tiene
todas sus coordenadas igual a −1. Veamos que z ∈ K. Tomemos una familia
γ = {UA(n) : n ∈ ω} de vecindades abiertas de la identidad en G. El conjunto
U =

⋂
γ es un conjunto Gδ en G. Pongamos F =

⋃
n∈ω A(n). Observemos

que F es un conjunto numerable. Además, se satisface la igualdad

U = {x ∈ Zκ : x(α) = 0 si α ∈ F y x(α) ≥ 0 si α ∈ κ \ F}.
Definamos y ∈ Zκ de la siguiente manera: y(α) = −1 si α ∈ F y y(α) = 0 si
α ∈ κ \ F . Es claro que y ∈ H ∩ (z + U). De lo anterior podemos concluir
que z ∈ K. Ahora, pongamos V = U∅. Tenemos que H ∩ (−z + V ) = ∅, en
consecuencia −z /∈ K. Concluimos que K no es subgrupo de G.

En el siguiente resultado damos condiciones suficientes para que la Gδ-
cerradura de un subgrupo en un grupo semitopológico también sea un sub-
grupo.
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Proposición 2.1.9. Sea G un grupo semitopológico con Sm(G) ≤ ω. Si H
es un subgrupo de G, entonces la Gδ-cerradura de H en G también es un
subgrupo de G.

Demostración. Consideremos a G como en las hipótesis. Sea H un subgrupo
de G. Como Sm(G) ≤ ω, entonces (G)ω es un grupo cuasitopológico por la
proposición 2.1.6. La cerradura de un subgrupo de un grupo cuasitopológico
es un subgrupo (ver [6, Proposition 1.4.13]). Es claro que la cerradura de H
en (G)ω es un subgrupo y coincide con la Gδ-cerradura de H en G.

Recordemos que un grupo paratopológicoG es 2-pseudocompacto si
⋂
n∈ω U

−1
n 6=

∅ para cada sucesión decreciente {Un : n ∈ ω} de abiertos no vaćıos en G.
En 2007 O. Alas y M. Sanchis plantean en [1] la siguiente cuestión: ¿es ca-
da grupo paratopológico 2-pseudocompacto de pseudocaracter numerable un
grupo topológico? Ravsky en [23] responde en forma positiva a esta pregun-
ta. Todo grupo paratopológico de pseudocarácter numerable tiene número
de simetŕıa numerable (ver proposición 2.1.2) pero no rećıprocamente. Por
ejemplo, sea S la recta de Sorgenfrey y κ un cardinal no numerable, entonces
por las proposiciones 2.1.2 y 2.1.3 se tiene que Sm(Sκ) ≤ ω. Sin embargo, el
pseudocarácter de Sκ no es numerable. De esta observación se sigue que la
siguiente caracterización generaliza el resultado de Ravsky.

Proposición 2.1.10. Sea G un grupo paratopológico 2-pseudocompacto. En-
tonces G es un grupo topológico si y sólo si Sm(G) ≤ ω.

Demostración. Es claro que si G es un grupo topológico, entonces Sm(G) ≤
ω. Probemos el rećıproco. Supongamos que G tiene número de simetŕıa nume-
rable. Sea U ∈ N (e). Por la continuidad de la multiplicación en G existe V ∈
N (e) tal que V 2 ⊆ U . Por hipótesis, existe una sucesión {Vn : n ∈ ω} ⊆ N (e)
tal que

⋂
V −1
n ⊆ V . Como G es un grupo paratopológico, podemos suponer

que V 2
n+1 ⊆ Vn para cada n ∈ ω. Aplicando la proposición 1.2.7, tenemos

que V −1
n+1 ⊆ V −1

n para todo n ∈ ω y, por lo tanto,
⋂
n∈ω V

−1
n =

⋂
n∈ω V

−1
n .

Si existe n ∈ ω tal que Vn ⊆ V −1, entonces Vn ⊆ V −1 ⊆ V −2 ⊆ U−1 con
lo cual terminaŕıamos la demostración. Supongamos lo contrario, es decir,
Vn \ V −1 6= ∅ para cada n ∈ ω. Tenemos lo siguiente:⋂

n∈ω

V −1
n \ (V −1)−1 ⊆

⋂
n∈ω

V −1
n \ V ⊆ (

⋂
n∈ω

V −1
n ) \ V = (

⋂
n∈ω

V −1
n ) \ V = ∅.

Lo anterior contradice la 2-pseudocompacidad de G. Por lo tanto, G es un
grupo topológico.
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Corolario 2.1.11. Sea G =
∏

i∈I Gi el producto de grupos paratopológicos
Lindelöf. Si K es un subgrupo 2-pseudocompacto de G, entonces K es un
grupo topológico.

Demostración. Por las proposiciones 2.1.1, 2.1.3 y 2.1.4 se tiene que Sm(K) ≤
ω. Como K es 2-pseudocompacto, aplicando la proposición 2.1.10 obtenemos
el resultado.

El siguiente lema es útil en la demostración de la proposición 2.1.13.

Lema 2.1.12. Sea G un grupo paratopológico Hausdorff el cual es un P-
espacio. Entonces la regularización r(G) de G también es un P-espacio.

Demostración. Consideremos una sucesión {Un : n ∈ ω} de conjuntos abier-
tos en r(G). Tomemos x ∈

⋂
n∈ω Un. Como r(G) es un espacio regular (ver

teorema 1.4.1), existe Vn ∈ τr tal que x ∈ Vn ⊂ V
τr
n ⊂ Un, para cada

n ∈ ω. Como τr ⊆ τ , x ∈ Vn ⊆ V
τ

n ⊆ V
τr
n ⊆ Un, para todo n. Pongamos

V =
⋂
n∈ω Vn. Tenemos lo siguiente

x ∈ V ⊆ IntτV
τ ⊆ V

τ ⊆
⋂
n∈ω

V
τ

n ⊆
⋂
n∈ω

Un.

Esto termina la demostración.

Un espacio X se dice tenuemente compacto si cada familia localmente fi-
nita de abiertos en X es finita. En la clase de espacios Tychonoff, compacidad
tenue es equivalente a pseudocompacidad.

Es bien sabido que todo P-espacio pseudocompacto es finito. En grupos
paratopológicos tenuemente compactos Hausdorff sucede algo similar.

Proposición 2.1.13. Sea G un grupo paratopológico tenuemente compacto
Hausdorff tal que G es un P-espacio. Entonces G es finito.

Demostración. Sea G como en las hipótesis. Como la topoloǵıa en r(G) es
más débil que la topoloǵıa en G y por el teorema 1.4.1, su regularización
r(G) es un grupo paratopológico tenuemente compacto regular. Todo grupo
paratopológico tenuemente compacto regular es un grupo topológico pseu-
docompacto (ver [5, Theorem 1.7]). Por lo tanto, r(G) es un grupo parato-
pológico pseudocompacto. Aplicando el lema 2.1.12, tenemos que r(G) es un
P-espacio. Concluimos que G es finito.
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Dado un grupo G, un subconjunto S ⊆ G es un subsemigrupo de G
si para cada x, y ∈ S se tiene que xy ∈ S. Sean G un grupo abeliano y
S un subsemigrupo de G, entonces existe una topoloǵıa τ ∗S en G tal que
G∗S = (G, τ ∗S) es un grupo paratopológico y la familia de conjuntos BS =
{{0} ∪ (x+ S) : x ∈ S} es una base local de la identidad. La topoloǵıa τ ∗S es
llamada la topoloǵıa cono∗ generada por el subsemigrupo S en G (ver [23]).

El siguiente ejemplo muestra que en la proposición anterior, la condición
de ser un espacio Hausdorff no puede ser sustituida por T1.

Ejemplo 2.1.14. Existe un P-grupo paratopológico tenuemente compacto T1

de cardinalidad infinita.

Sea G =
⊕

α∈ω1
Z, es decir, la suma directa de ω1 copias del grupo de los

enteros Z. Definamos S como sigue:
S = {0G} ∪ {x ∈ G : (∃β ∈ ω1)((∀α > β)(x(α) = 0) y (x(β) > 0))}.
El grupo paratopológico G∗S es tenuemente compacto T1 (ver [23]). Es

claro que el grupo G∗S es infinito. Veamos que G∗S es un P-espacio. Para ello,
es suficiente probar que para cada familia numerable γ = {Un : n ∈ ω} de
vecindades abiertas del 0G en G∗S, se tiene 0G ∈ Int(

⋂
γ). Por la definición

de la topoloǵıa cono∗, podemos encontrar una sucesión {xn : n ∈ ω} ⊆ S
tal que Vn = {0G} ∪ (xn + S) ⊆ Un para cada n ∈ ω. También, existe una
suceción {βn : n ∈ ω} ⊆ ω1 tal que para cada n ∈ ω se cumple xn(α) = 0 si
α > βn y xn(βn) > 0. Como ω1 no es numerable, podemos encontrar β ∈ ω1

tal que β > βn para cada n ∈ ω. Tomemos x ∈ S el cual satisface x(α) = 0
si α ∈ ω1 \ {β} y x(β) = 1. Pongamos V = {0G} ∪ (x + S). Es claro que
x − xn ∈ S, en consecuencia x − xn + S ⊆ S, es decir, x + S ⊆ xn + S y,
por lo tanto, V ⊆ Vn para cada n ∈ ω. Se sigue de lo anterior que 0G ∈ V ⊆⋂
n∈ω Vn ⊆

⋂
n∈ω Un.

2.2. El caso T0 y T1

De acuerdo con [31], dada una propiedad topológica y/o algebraica P ,
decimos que un grupo paratopológico G es proyectivamente P si para cada
U ∈ NG(eG), existe un homomorfismo continuo y sobreyectivo p de G en
un grupo paratopológico H con la propiedad P tal que p−1(V ) ⊆ U , para
alguna V ∈ NG(eH). En el siguiente resultado damos una caracterización
de los grupos paratopológicos T0 que son proyectivamente P , para alguna
propiedad P .
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Proposición 2.2.1. Sean G un grupo paratopológico T0 y P una propiedad
cerrada bajo subgrupos y bajo productos finitos en la clase grupos paratopológi-
cos. Entonces, G es proyectivamente P y sólo si G topológicamente isomorfo
a un subgrupo de productos de grupos paratopológicos con la propiedad P.

Demostración. Supongamos que G es un grupo paratopológico proyectiva-
mente P . Sea {Ui : i ∈ I} una base local de la identidad eG en G. Por
hipótesis, para cada Ui, existe un homomorfismo continuo y sobreyectivo pi
de G en un grupo paratopológico Hi con la propiedad P tal que p−1(V ) ⊆ Ui,
para alguna vecindad V de la identidad ei en Hi. Sea p el producto diagonal
de la familia de funciones {pi : i ∈ I}. Pongamos H =

∏
i∈I Hi. Es claro que

p : G→ H es un homomosfismo continuo. Veamos que la familia {pi : i ∈ I}
separa puntos y cerrados. Sea x ∈ G y F un cerrado en G que no cotiene a x.
Como la familia {pi : i ∈ I} consta de homomorfismos continuos, podemos
suponer que x = eG. Tomemos i ∈ I tal que Ui ∩ F = ∅. Consideremos
pi : G → Hi. Sabemos que existe una vecindad V de la identidad ei en Hi

tal que p−1(V ) ⊆ Ui. Por lo tanto, V ∩ pi(F ). En consecuencia, ei /∈ pi(F ).
Hemos probado que la familia {Pi : i ∈ I} separa puntos y cerrados. Además
como G es T0, también separa puntos. Por lo tanto, G es topológicamente
isomorfo al grupo paratopológico p(G) ≤ H.

Rećıprocamente, supongamos que G es topológicamente isomorfo a un
subgrupo del producto F =

∏
i∈I Fi, donde cada Fi es un grupo parato-

pológico con la propiedad P . Existe un homomorfismo continuo e inyectivo
f : G→ F tal que f : G→ f(G) es un homeomorfismo. Sea U una vecindad
abierta de e en G. Existe un abierto canónico W en F que contiene a la iden-
tidad de F tal que W∩f(G) ⊆ f(U). Pongamos S = supp(W ). Sea πS la pro-
yección de F sobre

∏
s∈S Fs. El conjunto πS(W ) es abierto en

∏
s∈S Fs. Sean

p = πS ◦ f y H = p(G). Observemos que H tiene la propiedad P . Pongamos
V = πS(W ) ∩ p(G). Se sigue de lo anterior que p : G → H es un homomor-
fismo continuo y sobreyectivo. Además, V es una vecindad de la identidad
en H la cual satisface p−1(V ) = f−1(π−1

S (V )) = f−1(π−1
S πS(W ) ∩ f(G))) ⊆

f−1(W ∩ f(G)) ⊆ U .

A continuación caracterizamos a los grupos paratopológicos proyectiva-
mente Ti primero (segundo) numerables, para i = 0, 1, 2, 3, 31

2
.

Corolario 2.2.2. Sea G un grupo paratopológico Ti. Entonces, G es pro-
yectivamente Ti primero (segundo) numerable si y sólo si es topológicamente
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isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos paratopológicos Ti primero
(segundo) numerables, para i = 0, 1, 2, 3, 31

2
.

Los siguientes dos lemas nos servirán para dar una caracterización inter-
na de los grupos paratopológicos que son topológicamente isomorfos a un
subgrupo de un producto de grupos paratopológicos Ti primero (segundo)
numerables para i = 0, 1.

Un subconjunto V de un grupo semitopológico G se dice ω-bueno si exis-
te una familia numerable γ ⊂ NG(e) tal que para cada x ∈ V podemos
encontrar W ∈ γ con xW ⊆ V .

Lema 2.2.3. ([29, Lemma 3.10]) Cada grupo paratopológico G tiene una base
local en la identidad la cual consiste de conjuntos ω-buenos.

Lema 2.2.4. Sea G un grupo paratopológico. Supongamos que una familia
γ ⊂ N (e) satisface las siguientes condiciones:

(a) para cada U ∈ γ, existe V ∈ γ tal que V 2 ⊂ U ;

(b) γ está subordinada a U para cada U ∈ γ.

Entonces el conjunto N =
⋂
{U ∩U−1 : U ∈ γ} es un subgrupo invariante de

G. Si además, se cumple:

(c)
⋂
{V −1 : V ∈ γ} ⊆ U para cada U ∈ γ,

entonces N =
⋂
{U : U ∈ γ} y el subgrupo N es cerrado en G.

Demostración. Supongamos que se satisface (a) y (b). Es claro que N =
N−1. Sean a, b ∈ N y U ∈ γ. Tomemos V ∈ γ tal que V 2 ⊂ U , entonces
a, b ∈ V ∩ V −1. Se sigue que ab ∈ V 2 ⊆ U y ab ∈ V −2 ⊆ U−1. Por lo tanto,
ab ∈ U∩U−1. Lo anterior muestra que N es un subgrupo de G. Ahora, veamos
que N es invariante en G. Sean h ∈ H, x ∈ G y U ∈ γ. Por (b), podemos
encontrar V ∈ γ tal que xV x−1 ⊆ U . Como h ∈ N , entonces h ∈ V ∩ V −1.
Por lo tanto, xhx−1 ∈ xV x−1 ⊆ U y xhx−1 ∈ xV −1x−1 ⊆ U−1, es decir,
xhx−1 ∈ U ∩ U−1.

Si suponemos que además de (a) y (b) se cumple (c), entonces
⋂
U∈γ U

−1 ⊆⋂
U∈γ U y

⋂
U∈γ U ⊆

⋂
U∈γ U

−1. Se sigue de lo anterior que N =
⋂
U∈γ U . Por

último, probemos que N es cerrado. Sea x ∈ G\N . Escojamos U ∈ γ tal que
x /∈ U−1 y tomemos V ∈ γ tal que V 2 ⊂ U . Afirmamos que xV ∩N = ∅, de
lo contrario x ∈ NV −1 ⊆ V −2 ⊆ U−1. Esto último es una contradicción.
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Katz demuestra que un grupo topológico G es topológicamente isomorfo
a un subgrupo de un producto de grupos topológicos primero numerables
(metrizables) si y sólo si es ω-balanceado. Guran prueba que un grupo to-
pológico G es topológicamente isomorfo a un subgrupo de un producto de
grupos topológicos segundo numerables si y sólo si es ω-estrecho. Es bien
conocido que en grupos topológicos ser T0 es equivalente a ser completamen-
te regular. Sin embargo, en grupos paratopológicos esto no sucede. Por esta
razón, las versiones de los teoremas de Katz y Guran en grupos paratopológi-
cos tienen que dividirse en casos, de acuerdo a los axiomas de separación. En
[31], Tkachenko presenta las versiones de los teoremas de Katz y Guran para
grupos paratopológicos Hausdorff y regulares. A continuación presentamos
los casos para grupos paratopológicos T0 y T1.

Teorema 2.2.5. Sea G un grupo paratopológico T0, entonces G es topológi-
camente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos paratopológicos T0

primero numerables si y sólo si es ω-balanceado.

Demostración. Supongamos que G es un subgrupo de Π =
∏

i∈I Hi donde
Hi es un grupo paratopológico T0 primero numerable para cada i ∈ I. Como
cada Hi es primero numerable, entonces cada Hi es ω-balanceado y, por lo
tanto, el producto Π es ω-balanceado. Como la propiedad de ser ω-balanceado
se hereda a subgrupos, podemos concluir que G es ω-balanceado.

Ahora supongamos que G es un grupo paratopológico ω-balanceado T0.
Sea U0 ∈ NG(e). Debemos definir un homomorfismo continuo sobreyectivo
p : G → H, donde H es un grupo paratopológico primero numerable T0 y
tenemos que encontrar una vecindad abierta V0 de la identidad en H tal que
p−1(V0) ⊆ U0.

Denotemos por N ∗(e) la subfamilia de NG(e) la cual consiste de conjuntos
ω-buenos. Por el lema 2.2.3, el conjunto N ∗(e) es una base local de e en G.
Definamos inductivamente una sucesión {γn : n ∈ ω} de la siguiente forma.

Sea U∗0 ∈ N ∗(e) tal que U∗0 ⊆ U0 y pongamos γ0 = {U∗0}. Supongamos
que para algún n ∈ ω hemos definido γ0,...,γn de tal forma que para cada
k ≤ n se satisface:

(i) γk ⊆ N ∗(e) y |γk| ≤ ω;
(ii) γk−1 ⊆ γk;
(iii) γk es cerrada bajo intersecciones finitas;
(iv) para cada U ∈ γk−1, existe V ∈ γk tal que V 2 ⊆ U ;
(v) la familia γk está subordinada a U , para cada U ∈ γk−1;
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(vi) para cada U ∈ γk−1 y x ∈ U , existe V ∈ γk tal que xV ⊆ U .

Como γn es numerable, existe una familia numerable λn,1 ⊆ N ∗(e) tal
que cada U ∈ γn contiene el cuadrado de algún elemento V ∈ λn,1. Por ser
G ω-balanceado, podemos encontrar una familia numerable λn,2 ⊆ N ∗(e)
subordinada a cada U ∈ γn. Como γn ⊆ N ∗(e), existe una familia numerable
λn,3 ⊆ N ∗(e) tal que para cada U ∈ γn y x ∈ U , existe V ∈ λn,3 la cual
satisface xV ⊆ U . Sea γn+1 la mı́nima familia que contiene a γn ∪

⋃3
i=1 λn,i

y es cerrada bajo intersecciones finitas. Claramente γn+1 es numerable y
satisface las condiciones (i)–(vi).

Observemos que la familia γ =
⋃
n∈ω γn es numerable y satisface las con-

diciones (a) y (b) del lema 2.2.4. Por lo tanto, N =
⋂
{V ∩ V −1 : V ∈ γ}

es un subgrupo invariante de G. Consideremos el grupo algebraico G/N . Sea
p : G→ G/N el homomorfismo canónico. Pongamos B = {p(V ) : V ∈ γ}.

Afirmamos que la familia B cumple las siguientes propiedades:

(1) para cada A,B ∈ B, existe C ∈ B tal que C ⊆ A ∩B;

(2) para cada A ∈ B, existe B ∈ B tal que B2 ⊆ A;

(3) para cada A ∈ B y a ∈ A, existe B ∈ B tal que aB ⊆ A;

(4) B está subordinada a cada A ∈ B.

En efecto, la condición (1) se cumple porque γ es cerrada bajo interseccio-
nes finitas. La parte (2) es consecuencia de (iv). La condición (3) se satisface
por (vi). Por último, la parte (4) se sigue de (v).

Pongamos H = G/N . De la afirmación podemos concluir que la familia B
es una base local de la identidad para una topoloǵıa τ en H tal que (H, τ) es
un grupo paratopológico. Como B es numerable, entonces (H, τ) es primero
numerable. Veamos que el grupo paratopológico (H, τ) es T0. Sea y ∈ H \
{e′} donde e′ es la identidad de H. Tomemos x ∈ G tal que p(x) = y.
Como y 6= e′, entonces x /∈ N =

⋂
{V ∩ V −1 : V ∈ γ}. Por lo tanto,

existe V ∈ γ tal que x /∈ V ∩ V −1. Tomemos W ∈ γ tal que W 2 ⊆ V .
Probemos que y /∈ p(W ) ∩ p(W )−1, de lo contrario existen u, v ∈ W tales
que y = p(x) = p(u) = p(v)−1, es decir, xu−1, xv ∈ N . En consecuencia
x ∈ Nu∩Nv−1 ⊆ W 2 ∩W−2 ⊆ V ∩ V −1, lo cual es una contradicción. De lo
anterior se sigue que (H, τ) es T0.

Finalmente, tomemos U ∈ γ tal que U2 ⊆ U∗0 y pongamos V0 = p(U).
Entonces V0 es una vecindad abierta de e′ en H y p−1(V0) = UN ⊆ U2 ⊆
U∗0 ⊆ U0.
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Teorema 2.2.6. Sea G un grupo paratopológico T0, entonces G es topológi-
camente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos paratopológicos T0

segundo numerables si y sólo si es G totalmente ω-estrecho.

Demostración. Supongamos que G es un subgrupo de Π =
∏

i∈I Hi donde
cada Hi es un grupo paratopológico T0 segundo numerable. Por el lema 1.3.4,
el grupo topológico asociado H∗i a Hi es Hausdorff segundo numerable y,
por lo tanto, ω-estrecho. Como la clase de grupos topológicos ω-estrechos es
cerrada bajo productos y subgrupos, podemos concluir que G∗ es ω-estrecho,
es decir, G es totalmente ω-estrecho.

Ahora supongamos que G es un grupo paratopológico T0 totalmente ω-
estrecho. Cada grupo paratopológico totalmente ω-estrecho es ω-balanceado
(ver [29, Proposition 3.8]). Aplicando el teorema anterior tenemos que G es
proyectivamente T0 primero numerable. Veamos que G es proyectivamente T0

segundo numerable. Sea U ∈ N (e). Como G es proyectivamente T0 prime-
ro numerable, existe un homomorfismo continuo p : G → H sobre un grupo
paratopológico T0 primero numerable H tal que p−1(V ) ⊆ U para alguna
vecindad abierta V de la identidad en H. Sean G∗ y H∗ los grupos topológi-
cos asociados a G y H, respectivamente. El homomorfismo p : G∗ → H∗ es
continuo. Como G∗ es ω-estrecho y H∗ es la imagen de G∗ bajo p, entonces
H∗ es ω-estrecho. Por el lema 1.3.4, H∗ es un grupo topológico Hausdorff
primero numerable. En [30] se prueba que todo grupo topológico ω-estrecho
primero numerable es segundo numerable. Como H es imagen continua de
H∗, entonces H tiene una red numerable. Todo grupo paratopológico prime-
ro numerable con red numerable es segundo numerable (ver [5, Proposition
2.13]). Por lo tanto H es T0 segundo numerable. Aplicando el corolario 2.2.2,
tenemos que G es topológicamente isomorfo a un subgrupo de un producto
de grupos paratopológicos T0 segundo numerables.

Observemos que para el caso de grupos paratopológicos T0 los enunciados
de los dos teoremas anteriores son muy similares a los enunciados de los
teoremas de Katz y Guran. Para grupos paratopológicos T1, utilizamos el
concepto de número de simetŕıa.

Teorema 2.2.7. Sea G un grupo paratopológico T1, entonces G es topológi-
camente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos paratopológicos T1

primero numerables si y sólo si es ω-balanceado y Sm(G) ≤ ω.

Demostración. Supongamos que G es un subgrupo de Π =
∏

i∈I Hi donde
Hi es un grupo paratopológico T1 primero numerable para cada i ∈ I. Como
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cada Hi es primero numerable, entonces cada Hi es ω-balanceado y, por lo
tanto, el producto Π también es ω-balanceado. Como cada Hi es T1 primero
numerable, entonces Hi tiene pseudocaracter numerable. Por la proposición
2.1.2 tenemos que Sm(Hi) ≤ ω para cada i ∈ I. Aplicando las proposiciones
2.1.1 y 2.1.3, podemos concluir que Sm(G) ≤ Sm(Π) ≤ ω.

Ahora supongamos que G es un grupo paratopológico ω-balanceado T1

con Sm(G) ≤ ω. Sea U0 ∈ N (e). Tenemos que definir un homomorfismo con-
tinuo sobreyectivo p : G→ H, donde H es un grupo paratopológico primero
numerable T1 y encontrar una vecindad abierta V0 de la identidad en H tal
que p−1(V0) ⊆ U0.

Denotemos por N ∗(e) la subfamilia de N (e) la cual consiste de conjuntos
ω-buenos. Por el lema 2.2.3, el conjunto N ∗(e) es una base local de e en G.
Definamos inductivamente una sucesión {γn : n ∈ ω} de la siguiente forma.

Sea U∗0 ∈ N ∗(e) tal que U∗0 ⊆ U0 y pongamos γ0 = {U∗0}. Supongamos
que para algún n ∈ ω hemos definido γ0,...,γn de tal forma que para cada
k ≤ n se satisface:

(i) γk ⊆ N ∗(e) y |γk| ≤ ω;

(ii) γk−1 ⊆ γk;

(iii) γk es cerrada bajo intersecciones finitas;

(iv) para cada U ∈ γk−1, existe V ∈ γk tal que V 2 ⊆ U ;

(v) la familia γk está subordinada a U , para cada U ∈ γk−1;

(vi) para cada U ∈ γk−1 y x ∈ U , existe V ∈ γk tal que xV ⊆ U ;

(vii)
⋂
V ∈γk V

−1 ⊆ U , para cada U ∈ γk−1.

Como γn es numerable, existe una familia numerable λn,1 ⊆ N ∗(e) tal
que cada U ∈ γn contiene el cuadrado de algún elemento V ∈ λn,1. Por ser
G ω-balanceado, podemos encontrar una familia numerable λn,2 ⊆ N ∗(e)
subordinada a cada U ∈ γn. Como γn ⊆ N ∗(e), existe una familia nume-
rable λn,3 ⊆ N ∗(e) tal que para cada U ∈ γn y x ∈ U , existe V ∈ λn,3
la cual satisface xV ⊆ U . Por hipótesis Sm(G) ≤ ω y como la familia γn
es numerable, podemos elegir λn,4 ⊆ N ∗(e) tal que

⋂
V ∈λn,4

V −1 ⊆ U , para

cada U ∈ γn. Sea γn+1 la mı́nima familia que contiene a γn ∪
⋃4
i=1 λn,i y es

cerrada bajo intersecciones finitas. Claramente γn+1 es numerable y satisface
las condiciones (i)–(vii).

Observemos que la familia γ =
⋃
n∈ω γn es numerable y satisface las con-

diciones (a)–(c) del lema 2.2.4. Por lo tanto, N =
⋂
V ∈γ V es un subgrupo

cerrado invariante de G. Sea p : G → G/N el homomorismo canónico. Pon-
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gamos B = {p(V ) : V ∈ γ}.
Afirmamos que la familia B cumple las siguientes propiedades:

(1) para cada A,B ∈ B, existe C ∈ B tal que C ⊆ A ∩B;

(2) para cada A ∈ B, existe B ∈ B tal que B2 ⊆ A;

(3) para cada A ∈ B y a ∈ A, existe B ∈ B tal que aB ⊆ A;

(4) B está subordinada a cada A ∈ B.

En efecto, la condición (1) Se cumple por que γ es cerrada bajo inter-
secciones finitas. La parte (2) es consecuencia de (iv). La condición (3) se
satisface por (vi). Por último, la parte (4) se sigue de (v).

Pongamos H = G/N . De la afirmación podemos concluir que la familia B
es una base local de la identidad para una topoloǵıa τ en H tal que (H, τ) es
un grupo paratopológico. Como B es numerable, entonces (H, τ) es primero
numerable. Veamos que el grupo paratopológico (H, τ) es T1. Sea y ∈ H\{e′}.
Tomemos x ∈ G tal que p(x) = y. Como y 6= e′, entonces x /∈ N =

⋂
V ∈γ V .

Por lo tanto, existe V ∈ γ tal que x /∈ V . Tomemos W ∈ γ tal que W 2 ⊆ V .
Probemos que y /∈ p(W ), de lo contrario existe u ∈ W tal que y = p(x) =
p(u), es decir, xu−1 ∈ N . En consecuencia x ∈ Nu ⊆ WW ⊆ V , lo cual es
una contradicción. De lo anterior se sigue que (H, τ) es T1.

Finalmente, tomemos U ∈ γ tal que U2 ⊆ U∗0 y pongamos V0 = p(U).
Entonces V0 es una vecindad abierta de e′ en H y p−1(V0) = UN ⊆ U2 ⊆
U∗0 ⊆ U0.

Corolario 2.2.8. Todo grupo paratopológico T1 ω-balanceado con pseudo-
carácter numerable admite un isomorfismo continuo sobre un grupo parato-
pológico T1 primero numerable.

Demostración. Como G tiene pseudocarácter numerable, entonces Sm(G) ≤
ω. Por el teorema 2.2.7, G puede identificarse como un subgrupo de un
producto H =

∏
i∈I Hi de grupos paratopológicos T1 primero numerables.

Debido a que G tiene pseudocarácter numerable, podemos encontrar un
subconjunto numerable J ⊆ I tal que la restricción a G de la proyección
PJ : H →

∏
i∈J Hi es inyectiva. Por lo tanto G se condensa en el grupo pa-

ratopológico PJ(G).

Por [31, Theorems 2.7, 3.6] y nuestros teoremas 2.2.5 y 2.2.7, los grupos
paratopológicos proyectivamente Ti primero numerable están caracterizados
internamente, para i = 0, 1, 2, 3.
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Problema 2.2.9. Dar una caracterización interna de los grupos parato-
pológicos proyectivamente T3 1

2
primero numerable.

Teorema 2.2.10. Sea G un grupo paratopológico T1, entonces G es topológi-
camente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos paratopológicos T1

segundo numerables si y sólo si es G totalmente ω-estrecho y Sm(G) ≤ ω.

Demostración. Supongamos que G es un subgrupo de Π =
∏

i∈I Hi donde
cada Hi es un grupo paratopológico T1 segundo numerable. Por el lema 1.3.4,
el grupo topológico asociado H∗i a Hi es segundo numerable y, por lo tanto, ω-
estrecho. Como Π∗ =

∏
i∈I H

∗
i , entonces Π∗ es ω-estrecho. El grupo topológico

asociado G∗ a G es ω-estrecho por ser subgrupo del grupo topológico Π∗. La
condición Sm(G) ≤ ω se verifica como en el teorema 2.2.7.

Ahora supongamos que G es totalmente ω-estrecho y Sm(G) ≤ ω. Cada
grupo paratopológico totalmente ω-estrecho es ω-balanceado (ver [29, Pro-
position 3.8]). Aplicando el teorema 2.2.7, tenemos que G es proyectivamente
T1 primero numerable. Mediante un razonamiento similar al utilizado en el
teorema 2.2.6, se prueba que G es proyectivamente T1 segundo numerable.
Aplicando el corolario 2.2.2, tenemos que G es topológicamente isomorfo a
un subgrupo de un producto de grupos paratopológicos T1 segundo numera-
bles.

Corolario 2.2.11. Todo grupo paratopológico T1 totalmente ω-estrecho con
pseudocarácter numerable admite un isomorfismo continuo sobre un grupo
paratopológico T1 segundo numerable.

Demostración. Se prueba de forma análoga al corolario 2.2.8.

El siguiente ejemplo y el siguiente lema nos servirán para construir un
grupo paratopológico con propiedades interesantes.

Ejemplo 2.2.12. Consideremos el grupo aditivo (R,+). Sea Un = (− 1
n
, 1
n
)∪

(n,∞), para cada n ∈ N.

Veamos que la familia {Un : n ∈ N} satisface lo siguiente:

i) Un+1 ⊆ Un, para cada n ∈ N;

ii) U2n + U2n ⊆ Un, para cada n ∈ N;

iii) Para cada n ∈ N y cada u ∈ Un, existe m ∈ N tal que u+ Um ⊆ Un;



24 CAPÍTULO 2. ENCAJES

iv) Para cada n ∈ N y cada x ∈ R se tiene x+ Un − x = Un.

v)
⋂
{Un : n ∈ N} = {0}.

En efecto:

i) Evidente.

ii) Tomemos x, y ∈ U2n. Si x, y ∈ (− 1
2n
, 1

2n
), entonces x + y ∈ (− 1

n
, 1
n
) ⊆

Un. Si x ∈ (− 1
2n
, 1

2n
) y y ∈ (2n,∞), entonces x+y ∈ (2n− 1

2n
,∞) ⊆ Un.

Por último, si x, y ∈ (2n,∞) se tiene que x+ y ∈ (4n,∞) ⊆ Un. Por lo
tanto U2n + U2n ⊆ Un.

iii) Sean n ∈ N y u ∈ Un. Si u ∈ (− 1
n
, 1
n
), existe m > n tal que u +

(− 1
m
, 1
m

) ⊆ (− 1
n
, 1
n
). Entonces u + (m,∞) ⊆ (n,∞) y, por lo tanto,

u + Um ⊆ Un. Por otro lado, si u ∈ (n,∞), podemos encontrar m ∈ N
tal que u− 1

m
> n. En este caso, u+Um ⊆ (u− 1

m
,∞) ⊆ (n,∞) ⊆ Un.

iv) Se sigue de la conmutatividad de R.

v) Evidente.

De las condiciones i)–iv) podemos concluir que existe una topoloǵıa µ en
(R,+) tal que F = (R, µ) es un grupo paratopológico y la familia {Un : n ∈
N} es una base local de 0 en F . La condición v) implica que el espacio F es
T1. Como F es totalmente ω-estrecho primero numerable, entonces F es un
grupo paratopológico segundo numerable ([2, Proposition 3.5]).

Lema 2.2.13. Si existe una condesación de un espacio Hausdorff X sobre un
espacio Hausdorff primero numerable, entonces para cada x ∈ X, existe una
familia {Vn : n ∈ ω} de vecindades abiertas de x en X tal que

⋂
n∈ω Vn = {x}.

Dado un grupo semitopológico Hausdorff G se define el número de Haus-
dorff, denotado por Hs(G), como el mı́nimo cardinal κ tal que para cada
vecindad U de e en G, existe una familia γ de vecindades de e tal que⋂
V ∈γ V V

−1 ⊆ U y |γ| ≤ κ (ver [31]). Utilizando el número de Hausdorff,
M. Tkachenko demuestra el siguiente resultado:
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Teorema 2.2.14. ([31, Theorem 2.8]) Un grupo paratopológico Hausdorff
G es topológicamente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos pa-
ratopológicos Hausdorff segundo numerables si y sólo si es G totalmente ω-
estrecho y Hs(G) ≤ ω.

En [29, Problem 6.2] M. Sanchis y M. Tkachenko plantean la siguiente
pregunta:

a) ¿Es cada grupo paratopológico abeliano Hausdorff totalmente ω-estrecho
topologicamente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos parato-
pológicos Hausdorff segundo numerables?

Aplicando el teorema 2.2.14, podemos escribir la pregunta a) de forma
equivalente:

¿Cada grupo paratopológico abeliano Hausdorff totalmente ω-estrecho
tiene número de Hausdorff numerable?

Todos los grupos paratopológicos Hausdorff totalmente ω-estrechos cono-
cidos hasta ese momento teńıan número de Hausdorff numerable. Con base
en lo anterior M. Tkachenko plantea la siguiente cuestión (ver [31, Problem
4.1]):

b) ¿Cada grupo paratopológico Hausdorff totalmente ω-estrecho G satis-
face la desigualdad Hs(G) ≤ ω?

En [29] M. Sanchis y M. Tkachenko demuestran que un grupo parato-
pológico Hausdorff totalmente Lindelöf con pseudocarácter numerable se pue-
de condensar en un grupo paratopológico Hausdorff segundo numerable. En
un intento de extender este resultado a grupos paratopológico totalmente ω-
estrechos, los autores redactan la siguiente pregunta (ver [29, Problem 6.3]):

c) ¿Todo grupo paratopológico Hausdorff totalmente ω-estrecho con pseu-
docarácter numerable se puede condensar en un grupo paratopológico Haus-
dorff segundo numerable?

Un corolario del teorema 2.2.14 es el siguiente: un grupo paratopológi-
co Hausdorff totalmente ω-estrecho con numero de Hausdorff numerable y
pseudocarácter numerable se puede condensar en un grupo paratopológico
Hausdorff segundo numerable. Por lo tanto, si logramos construir un gru-
po paratopológico abeliano Hausdorff H, totalmente ω-estrecho con pseu-
docarácter numerable que no se puede condensar en un espacio Hausdorff
primero numerable, entonces H tendrá número de Hausdorff no numerable.
Lo cual respondeŕıa las preguntas a)–c).
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Ejemplo 2.2.15. Existe un grupo paratopológico abeliano H, funcionalmen-
te Hausdorff, totalmente ω-estrecho con pseudocarácter numerable que no se
puede condensar en un espacio Hausdorff primero numerable. En consecuen-
cia, Hs(H) > ω.

Consideremos el grupo del ćırculo T con su topoloǵıa usual y notación
aditiva. Sea F el grupo paratopológico del ejemplo 2.2.12. Pongamos K =
F × Tω1\{0}. Tomemos un conjunto {aα : α ∈ ω1 \ {0}} ⊆ R+ linealmente
independiente en (R,+). Sea t ∈ T un elemento de orden infinito. Para cada
α ∈ ω1 \ {0} definamos el elemento xα ∈ K de la siguiente manera:

xα(β) =


aα, β = 0;
t, β = α;
0, en otro caso.

Sea H el subgrupo de K generado por el conjunto {xα : α ∈ ω1\{0}}. Veamos
que el grupo paratopológico H es funcionalmente Hausdorff. Tomemos x ∈
H \{0}, entonces x = n1xα1 +n2xα2 + · · ·+nkxαk

con k ∈ N, α1, α2, . . . , αk ∈
ω1 \ {0} distintos dos a dos y ni ∈ Z \ {0} para cada i ≤ k. Observemos que
x(α1) = n1t. Como n1 ∈ Z \ {0} y t es de orden infinito, entonces n1t 6= 0T.
Sea pα1 : K → Tα1 la proyección de K en el factor α1. Denotemos por g a
la restricción de pα1 a H. Como T es Tychonoff, existe una función continua
h : T→ [0, 1] tal que h(0T) = 0 y h(n1t) = 1. Pongamos f = h◦g, entonces la
función f es continua y, además, f(0H) = 0 y f(x) = h(g(x)) = h(n1t) = 1.

Sabemos que los espacios F y T son T1 segundo numerables. Aplicando
el teorema 2.2.10, tenemos que H es totalmente ω-estrecho y Sm(H) ≤ ω.

El conjunto Z = ({0F}×Gω1\{0})∩H es un conjunto Gδ en H. Si n1xα1 +
n2xα2 +· · ·+nkxαk

= x ∈ Z, entonces 0F = x(0) = n1aα1 +n2aα2 +· · ·+nkaαk

y como el conjunto {aα : α ∈ ω1 \{0}} es linealmente independiente tenemos
que ni = 0 para cada i ≤ k y, por lo tanto x = 0H . De lo anterior, se sigue
que H tiene pseudocarácter numerable.

Para probar queH no se puede condensar en un espacio Hausdorff primero
numerable, necesitamos demostrar la siguiente afirmación.

Afirmación. Si U ∈ NK(0K) es un abierto canónico en K y V = U ∩ H,

entonces xβ ∈ V
H

para cada β ∈ ω1 \ {0} tal que β /∈ supp(U).

Demostración de la afirmación. Sean U, V y xβ como en el enunciado de la
afirmación. Por hipótesis, U =

∏
{Pα : α ∈ ω1}. Sea O ∈ NK(0K) un abierto
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canónico en K tal que O ⊆ U y 0 ∈ supp(O). Pongamos O =
∏
{Oα : α ∈ ω1}

y supp(O) = {0, α1, α2, . . . , αk}. Tenemos que Oαi
⊆ Pαi

para cada α ∈ ω1

y supp(U) ⊆ supp(O). Existe n0 ∈ N tal que Un0 ⊆ O0. Sea r un entero
positivo tal que raα1 > n0. Si z ∈ T es de orden infinito, entonces el conjunto
{nz : n ∈ N} es denso en T. Para cada i ≤ k existe un entero positivo ri tal
que rit ∈ Oαi

, podemos tomar r1 ≥ r. Sea y = r1xα1 + r2xα2 + · · · + rkxαk
.

Recordemos que cada aαi
> 0 para cada i ≤ k, por lo tanto

y(0) = r1aα1 + · · ·+rkaαk
> r1aα1 ≥ raα1 > n0, es decir, y(0) ∈ Un0 ⊆ O0.

Además, y(αi) = rit ∈ Oαi
, para cada i ≤ k.

De lo anterior podemos concluir que y ∈ O ∩H.

Tomemos β < ω1 \ {0} tal que β /∈ supp(U). Pongamos z = xβ + y.
Entonces para cada i ≤ k tal que αi ∈ supp(U) \ {0} se tiene

z(αi) = y(αi) = rit ∈ Oαi
⊆ Pαi

.

Además, z(0) = r1aα1 + · · · + rkaαk
+ aβ > r1aα1 ≥ raα1 > n0. Por lo

tanto, z(0) ∈ Un0 ⊆ O0 ⊆ P0.

Por lo tanto, z ∈ U ∩H = V y (xβ + W ) ∩ V 6= ∅, donde W = O ∩H 3 y.

Se sigue que xβ ∈ V
H

y la afirmación queda probada.

Supongamos que existe una condesación de H sobre un espacio Hausdorff
primero numerable. Por el lema 2.2.13, existe {Vn : n ∈ ω} ⊆ NH(eH) tal

que
⋂
n∈ω Vn

H
= {eH}. Para cada n ∈ ω, existe Un ∈ NK(0) abierto canónico

en K tal que Un ∩H ⊆ Vn. El conjunto S =
⋃
{supp(Un) : n ∈ ω} ⊆ ω1 es

numerable. Tomemos α < ω1 \ {0} tal que α /∈ S. Aplicando la afirmación,

tenemos que xα ∈ Vn
H

, para cada n ∈ ω, es decir, xα ∈
⋂
n∈ω Vn

H
= {0H}.

Lo cual es una contradicción. Podemos concluir que H no se puede condensar
en un espacio Hausdorff primero numerable.

El ejemplo anterior tiene número simetŕıa númerable. A continuación
mostramos que la condición “número de simetŕıa numerable” no puede ser
omitida en el teorema 2.2.10.

Ejemplo 2.2.16. Existe un grupo paratopológico abeliano funcionalmente
Hausdorff totalmente ω-estrecho con número de simetŕıa no numerable.

Dado x ∈ Z, pongamos Rx = {y ∈ Z : y ≥ x}. La familia {Rx : x ∈ Z}
es una base para una topoloǵıa σ en Z tal que G = (Z, σ) es un grupo



28 CAPÍTULO 2. ENCAJES

paratopológico T0 segundo numerable. Una base local para el cero en G es la
familia {R0}.

Consideremos al grupo del ćırculo T con notación aditiva y su topoloǵıa
usual. Sea t ∈ T un elemento de orden infinito. Pongamos K = G× Tω1\{0}.
Para cada α ∈ ω1 \ {0}, definamos xα ∈ K de la siguiente manera:

xα(β) =


−1, β = 0;
t, β = α;
0T, en otro caso.

Sea H el subgrupo de K generado por el conjunto {xα : α ∈ ω1 \ {0}}. Con
un argumento similar al utilizado en el ejemplo 2.2.15, podemos probar que
H es funcionalmente Hausdorff.

Aplicando el teorema 2.2.6, tenemos que H es totalmente ω-estrecho.
Ahora, veamos que H tiene número de simetŕıa no numerable. Sean U = H∩
(R0×Tω1\{0}) y {Vn : n ∈ ω} ⊆ NH(0H). Para cada n ∈ ω, podemos encontrar
un abierto canónico Un en K tal que Un ∩H ⊆ Vn. Sea P =

⋃
n∈ω supp(Un).

El conjunto P es numerable y está contenido en ω1. Aśı que podemos tomar
α ∈ ω1 \ {0} tal que α /∈ P . Por lo tanto, xα ∈

⋂
n∈ω(U−1

n ∩H) ⊆
⋂
n∈ω V

−1
n .

Sin embargo, xα /∈ U . De lo anterior, podemos concluir que H tiene número
de simetŕıa no numerable.

A partir de las definiciones de número de Hausdorff y número de si-
metŕıa se puede concluir que para un grupo paratopológico Hausdorff G se
tiene Sm(G) ≤ Hs(G). Si se satisface la desigualdad Hs(G) ≤ ω, entonces
Sm(G) = Hs(G). Denotemos por Cω a la clase de grupos paratopológicos
Hausdorff que cumplen Hs(G) ≤ ω. Por las proposiciones 2.1-2.4 en [31],
podemos concluir que Cω contiene a los grupos paratopológicos Hausdorff
primero numerables, Lindelöf, grupos topológicos, la clase Cω es cerrada bajo
subgrupos y productos arbitrarios. En general, la igualdad Sm(H) = Hs(H)
no se cumple para un grupo paratopológico H. Basta tomar el grupo H del
ejemplo 2.2.16. Con base en las observaciones anteriores surge la siguiente
pregunta.

Problema 2.2.17. ¿Qué propiedades debe tener un grupo paratopológico G
para que se satisfaga la igualdad Sm(G) = Hs(G)?



Caṕıtulo 3

Funciones cardinales

3.1. Índice de regularidad y de estrechez

Sea G un grupo paratopológico. Denotemos por N (e) a la familia de ve-
cindades de la identidad e en G. Recordemos que el ı́ndice de regularidad
de un grupo paratopológico regular G, denotado por Ir(G), es el mı́nimo
cardinal κ tal que para cada vecindad U de e en G, podemos encontrar una
vecindad V ∈ N (e) y una familia γ ⊆ N (e) tales que

⋂
W∈γ VW

−1 ⊆ U y
|γ| ≤ κ (ver [31]). Utilizando el ı́ndice de regularidad M. Tkachenko carac-
teriza internamente a los subgrupos de productos de grupos paratopológicos
regulares segundo numerables:

Teorema 3.1.1. ([31]) Un grupo paratopológico regular G es topológicamente
isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos paratopológicos regulares
segundo numerables si y sólo si Ir(G) ≤ ω y G es totalmente ω-estrecho.

En [33, Problem 7.4], Tkachenko plantea la siguiente pregunta:

A) Sea G un grupo paratopológico Tychonoff totalmente ω-estrecho. ¿Es
G topológicamente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos para-
topológicos regulares segundo numerables?

Por el Teorema 3.1.1, la pregunta anterior se puede reescribir de la si-
guiente manera:

¿Todo grupo paratopológico Tychonoff totalmente ω-estrecho tiene ı́ndice
de regularidad numerable?

El siguiente resultado responde en forma positiva la pregunta A).

29



30 CAPÍTULO 3. FUNCIONES CARDINALES

Teorema 3.1.2. Sea G un grupo paratopológico regular totalmente τ -estrecho.
Entonces Ir(G) ≤ τ . En particular, todo grupo paratopológico regular total-
mente τ -estrecho tiene ı́ndice de regularidad numerable.

Demostración. Take U ∈ N (e). Como G es un grupo paratopológico regular,
podemos encontrar V ∈ N (e) tal que V V 2 ⊆ U . Por hipótesis, existe un
subconjunto F ⊆ G∗ que satisface |F | ≤ τ y (V ∩ V −1)F = G∗. Aqúı G∗ es
el grupo topológico asociado a G (ver sección 1.3). Pongamos A = F ∩ V 2 y
B = F \A. Si a ∈ A, entonces V a ⊆ V V 2 ⊆ U , por lo tanto, (V ∩V −1)A ⊆ U .
Se sigue que G \ U ⊆ (V ∩ V −1)B. Para cada b ∈ B, existe Wb ∈ N (e) tal
que bWb ∩ V 2 = ∅, equivalentemente, V −1b ∩ VW−1

b = ∅. Afirmamos que⋂
b∈B VW

−1
b ⊆ U , de lo contrario, podemos encontrar z ∈ (

⋂
b∈B VW

−1
b ) \U .

Como G \ U ⊆ (V ∩ V −1)B, podemos escoger b ∈ B tal que z ∈ V −1b.
Por lo tanto, z ∈ V −1b ∩ VW−1

b , lo cual contradice la elección de Wb. De
lo anterior, concluimos que

⋂
b∈B VW

−1
b ⊆ U . Como |B| ≤ τ , tenemos que

Ir(G) ≤ τ .

Problema 3.1.3. ¿Cada grupo paratopológico regular ω-estrecho tiene ı́ndice
de regularidad numerable?

El resultado anterior nos permite reformular el Teorema 3.1.1 como sigue:

Corolario 3.1.4. Un grupo paratopológico regular G es topológicamente iso-
morfo a un subgrupo de un producto de grupos paratopológicos regulares se-
gundo numerables si y sólo si G es totalmente ω-estrecho.

La siguiente pregunta planteada por M. Tkachenko, sigue sin responderse.

Problema 3.1.5. ([32]) Sea G un grupo paratopológico regular (primero nu-
merable). ¿Es G completamente regular?, ¿es G funcionalmente Hausdorff?

En los siguientes dos corolarios obtenemos resultados relacionados con el
problema anterior.

Corolario 3.1.6. Todo grupo paratopológico regular totalmente ω-estrecho
es completamente regular.

Demostración. Es consecuencia inmediata del Corolario 3.1.4.

Corolario 3.1.7. Todo grupo paratopológico Hausdorff totalmente ω-estrecho
es funcionalmente Hausdorff.
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Demostración. SeaG un grupo paratopológico Hausdorff totalmente ω-estrecho.
Por el teorema 1.4.1, la regularización r(G) de G es un paratopológico regu-
lar. Como la topoloǵıa en r(G) es más débil que la topoloǵıa en G, tenemos
que r(G) es totalmente ω-estrecho. Aplicando el Corolario 3.1.6, podemos
concluir que r(G) es completamente regular. Se sigue de lo anterior que G es
funcionalmente Hausdorff.

Proposición 3.1.8. Si G es grupo paratopológico regular totalmente ω-estrecho
con pseudocarácter numerable, entonces G admite un isomorfismo continuo
sobre un grupo paratopológico metrizable separable.

Demostración. Por el Teorema 3.1.4,G puede identificarse como un subgrupo
de un producto H =

∏
i∈I Hi de grupos paratopológicos metrizables sepa-

rables. Debido a que G tiene pseudocarácter numerable, podemos encontrar
un subconjunto numerable J ⊆ I tal que la restricción a G de la proyección
pJ : H →

∏
i∈J Hi es inyectiva. Por lo tanto G admite un isomorfimo continuo

sobre el grupo paratopológico metrizable separable pJ(G).

En [29] se plantea el problema: ¿cada grupo paratopológico Hausdorff
totalmente ω-estrecho con pseudocarácter numerable admite un isomorfismo
continuo sobre un grupo paratopológico Hausdorff segundo numerable? El
ejemplo 2.2.15, responde en forma negativa a esta pregunta. A continación
damos una caracterización de los grupos paratopológicos correspondientes.

Proposición 3.1.9. Sea G un grupo paratopológico Hausdorff totalmente
ω-estrecho con identidad e. Entonces son equivalentes:

a) G admite un isomorfismo continuo sobre un grupo paratopológico me-
trizable separable;

b) existe una familia numerable γ ⊆ N (e) tal que
⋂
V ∈γ V = {e}.

Demostración. Claramente a) implica b). Para probar que b) implica a) basta
con tomar la regularización r(G) de G y aplicar la proposición anterior.

Dado un espacio X, el número Lindelöf débil de X, denotado por wl(X),
es el mı́nimo cardinal κ ≥ ω tal que cada cubierta abierta de X contie-
ne una subfamilia λ tal que

⋃
λ es denso en X y | λ |≤ κ. Claramente

wl(X) ≤ c(X) ≤ d(X) y wl(X) ≤ l(X). En [31], se demuestra que cada gru-
po paratopológico regular G satisface Ir(G) ≤ l(G). En el siguiente resultado
mejoramos esta cota para el ı́ndice de regularidad.
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Teorema 3.1.10. Para cada grupo paratopológico regular G se satisface la
desigualdad Ir(G) ≤ wl(G).

Demostración. Sea U ∈ N (e). Como G es un grupo paratopológico regular
podemos encontrar W,V ∈ N (e) tales que W ⊆ U y V 2 ⊆ W . Para cada
x ∈ G \ V 2, existe Wx ∈ N (e) tal que xW 2

x ∩ V 2 = ∅, o equivalentemente,
V −1xWx ∩ VW−1

x = ∅. Como la familia {xWx : x ∈ G \ V 2} cubre a G \W ,
entonces {W} ∪ {xWx : x ∈ G \ V 2} es una cubierta abierta de G, por lo
tanto, existe S ⊆ G \ V 2 tal que |S| ≤ wl(G) y W ∪

⋃
x∈S xWx es denso en

G. Pongamos O =
⋃
x∈S xWx. Veamos que G \ U ⊆ O. Tomemos z ∈ G \ U

y P un abierto que contiene a z. Como W ⊆ U , podemos suponer que P
no intersecta a W . La densidad de W ∪ O en G, implica que P ∩ O 6= ∅.
De lo anterior se sigue que z ∈ O, para cada z ∈ G \ U . Por lo tanto,
G\U ⊆ O ⊆ V −1O =

⋃
x∈S V

−1xWx. Como V −1xWx∩VW−1
x = ∅, para cada

x ∈ S, entonces
⋂
x∈S VW

−1
x ⊆ U . Lo cual prueba que Ir(G) ≤ wl(G).

Corolario 3.1.11. Sea G un grupo paratopológico regular. Si G satisface una
de las siguientes condiciones, entonces Ir(G) ≤ ω:

a) G tiene celularidad numerable;

b) G es separable;

c) G contiene a un subespacio denso Lindelöf.

Corolario 3.1.12. Cada grupo paratopológico regular precompacto tiene ı́ndi-
ce de regularidad numerable.

Demostración. Sea G un grupo paratopológico regular precompacto, por [8,
Corollary 3], G tiene celularidad numerable. Aplicando el corolario anterior,
podemos concluir que Ir(G) ≤ ω.

En lo sucesivo utilizaremos el siguiente resultado:

Teorema 3.1.13. ([31]) Un grupo paratopológico regular G es topológica-
mente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos paratopológicos re-
gulares primero numerables si y sólo si Ir(G) ≤ ω y G es ω-balanceado.

Corolario 3.1.14. Sea G un grupo paratopológico regular ω-balanceado. Si
G satisface una de las siguientes condiciones, entonces G es topológicamente
isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos paratopológicos regulares
primero numerables.
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a) G tiene celularidad numerable;

b) G es separable;

c) G contiene a un subespacio denso Lindelöf;

d) G es precompacto.

Proposición 3.1.15. Sea G un subgrupo regular de un grupo paratopológico
T1 σ-compacto H. Entonces G es topológicamente isomorfo a un subgrupo
de un producto de grupos paratopológicos metrizables. En consecuencia G es
completamente regular.

Demostración. Por el lema 1.3.4, el grupo topológico asociado H∗ es Haus-
dorff σ-compacto. Lo anterior implica que H∗ es ω-estrecho. Como G∗ es un
subgrupo del grupo topológico H∗, el grupo topológico G∗ es ω-estrecho (ver
[6, Theorem 3.4.4]), es decir, G∗ es totalmente ω-estrecho. La conclusión se
sigue de los corolarios 3.1.4 y 3.1.6.

Lema 3.1.16. Si κ es un cardinal tal que κ ≤ 2ω y T es el grupo del ćırculo
con su topoloǵıa usual, entonces existe x ∈ Tκ tal que el subgrupo generado
por {x} es denso en Tκ. Además, x(α) es de orden infinito para cada α ∈ κ.

Demostración. Por [16, Corollary 25.15], tenemos que existe x ∈ Tκ tal que el
subgrupo generado por {x} es denso en Tκ. Para cada α ∈ κ, sea pα : Tκ → T
la proyección sobre el factor α. Como pα es un homomorfismo continuo,
entonces el subgrupo generado por {x(α)} es denso en T. Lo cual implica
que x(α) es de orden infinito.

Por el teorema 3.1.10 podemos concluir que para cada grupo paratopológi-
co regular G se satisface Sm(G) ≤ Hs(G) ≤ wl(G). El siguiente ejemplo
muestra que este resultado no se puede “extender” a grupos paratopológi-
cos Hausdorff, es decir, el número Lindelöf débil de un grupo paratopológico
Hausdorff no acota superiormente al número de simetŕıa.

Ejemplo 3.1.17. Existe un grupo paratopológico abeliano funcionalmente
Hausdorff totalmente separable (en consecuencia, totalmente débilmente Lin-
delöf) H con número de simetŕıa no numerable. Además, existe un isomor-
fismo continuo de H sobre un grupo topológico Hausdorff precompacto.
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Demostración. para cada x ∈ Z, pongamos Rx = {y ∈ Z : y ≥ x}. La familia
{Rx : x ∈ Z} es una base para una topoloǵıa σ en Z tal que G = (Z, σ) es
un grupo paratopológico T0 segundo numerable. Una base local para el cero
en G es la familia {R0}.

Consideremos al grupo del ćırculo T con notación aditiva y su topoloǵıa
usual. Por el Lema anterior, existe un elemento x ∈ Tω1\{0} tal que el sub-
grupo generado por {x} es denso en Tω1\{0}. Pongamos K = G × Tω1\{0}.
Sea x0 ∈ K tal que x0 �Tω1\{0}= x y x0(0) = 0. Fijemos un elemento t ∈ T
de orden infinito. Para cada α ∈ ω1 \ {0}, definamos xα ∈ K de la siguiente
manera:

xα(β) =


−1, β = 0;
t, β = α;
0T, en otro caso.

SeaH el subgrupo deK generado por el conjuntoX = {xα : α ∈ ω1}. Veamos
que H es funcionalmente Hausdorff. Sea p la proyección de K sobre Tω1\{0}

y p|H la restricción de p a H. Es fácil ver que el conjunto {xα|Tω1\{0} : α ∈ ω}
es independiente en Tω1\{0}, por lo tanto p|H : H → p|H(H) es un isomor-
fismo continuo. Como Tω1\{0} es completamente regular, entonces H es fun-
cionalmente Hausdorff. Como Tω1\{0} es precompacto, el subgrupo subgrupo
p|H(H) también es precompacto (ver [6, Proposition 3.7.4]).

El grupo topológico asociado a K es K∗ = Z × Tω1\{0}, donde Z tie-
ne la topoloǵıa discreta y T la topoloǵıa usual. Sea F el subgrupo de K
generado por el conjunto {xα : α ∈ ω}. Veamos que F ∗ es denso en K∗.
Sea U =

∏
α∈ω1

Uα un abierto canónico no vaćıo en K∗. Podemos supo-
ner que supp(U) = {0, α1, . . . , αk} y U0 = {m}, donde m ∈ Z. Como el
generado por {x} es denso en Tω1\{0}, entonces existe un entero r tal que
rx(αi) = rx0(αi) ∈ Uαi

, para cada i ≤ k. Tomemos β ∈ ω1 \ supp(U).
Consideremos el elemento z = rx0 − mxβ. Tenemos que z(0) = m ∈ U0 y
z(αi) = rx0(αi) ∈ Uαi

, para cada i ≤ k. Lo cual implica que z ∈ U ∩ F ∗. Se
sigue de lo anterior que F ∗ es denso en K∗ y, por lo tanto, F ∗ es denso en
H∗. Como F ∗ es numerable, podemos concluir que H∗ es separable.

Sea M el subgrupo de K generado por el conjunto {xα : α ∈ ω1 \ {0}}.
En el ejemplo 2.2.16 se prueba que Sm(M) > ω. Como M es subgrupo de
H, entonces ω < Sm(M) ≤ Sm(H).

Por el corolario 3.1.12, todo grupo paratopológico precompacto regular
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tiene número de simetŕıa numerable. Veamos que la condición “regular” no
se puede sustituir por “Hausdorff”.

Ejemplo 3.1.18. Existe un grupo paratopológico Hausdorff precompacto con
número de simetŕıa no numerable.

Demostración. En [7] se prueba que un grupo paratopológico Hausdorff es
un subgrupo de un grupo paratopológico precompacto Hausdorff si y sólo
si admite un isomorfismo continuo sobre un grupo topológico precompacto
Hausdorff. El grupo H del ejemplo anterior admite un isomorfismo continuo
sobre un grupo topológico precompacto Hausdorff. Por lo tanto, H es un
subgrupo de un grupo paratopológico precompacto Hausdorff H1. Por último,
ω < Sm(H) ≤ Sm(H1).

Por la proposición 3.1.8, cada grupo paratopológico regular totalmente
débilmente Lindelöf con pseudocarácter numerable admite un isomorfismo
continuo sobre un grupo paratopológico Hausdorff segundo numerable. A
continuación probamos que este resultado, en general, no es válido en el caso
de grupos paratopológicos Hausdorff.

Ejemplo 3.1.19. Existe un grupo paratopológico abeliano funcionalmente
Hausdorff totalmente separable con pseudocarácter numerable que no admite
una condensación sobre un espacio primero numerable.

Demostración. Sea F = (R, µ) el grupo paratopológico que tiene como base
local del cero a la familia {Un = (− 1

n
, 1
n
) ∪ (n,∞) : n ∈ N}, entonces F

es T1 segundo numerable (ver ejemplo 2.2.12). Consideremos el grupo del
ćırculo T con notación aditiva y su topoloǵıa usual. Tomemos un conjunto
A = {aα : α ∈ ω1} ⊆ R+ independiente en (R,+) tal que 0R es un punto de
acumulación de A en R con la topoloǵıa usual. Tomemos un elemento x ∈
Tω1\{0} tal que el subgrupo generado por {x} es denso en Tω1\{0}. Pongamos
K = F ×Tω1\{0}. Sea x0 ∈ K tal que x0 �Tω1\{0}= x y x0(0) = a0. Fijemos un
elemento t ∈ T de orden infinito. Para cada α ∈ ω1 \ {0}, definamos xα ∈ K
de la siguiente manera:

xα(β) =


aα, β = 0;
t, β = α;
0T, en otro caso.
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Sea H el subgrupo de K generado por el conjunto X = {xα : α ∈ ω1}.
Mediante un argumento similar al usado en el ejemplo anterior se muestra
que H es funcionalmente Hausdorff.

El conjunto Z = ({0F}×Gω1\{0})∩H es un conjunto Gδ en H. Si n1xα1 +
n2xα2 +· · ·+nkxαk

= z ∈ Z, entonces 0F = x(0) = n1aα1 +n2aα2 +· · ·+nkaαk

y como el conjunto {aα : α ∈ ω1} es independiente, tenemos que ni = 0 para
cada i ≤ k y, por lo tanto z = 0H . De lo anterior, se sigue que H tiene
pseudocarácter numerable.

El grupo topológico asociado a K es K∗ = R × Tω1\{0}, donde R y T
tienen la topoloǵıa usual. Sea G el subgrupo de K generado por el conjunto
{xα : α ∈ ω}. Veamos que G∗ es denso en K∗. Sea U =

∏
α∈ω1

Uα un abierto
canónico no vaćıo en K∗. Podemos suponer que supp(U) = {0, α1, . . . , αk}.
Como el generado por {x} es denso en Tω1\{0}, entonces existe un entero r
tal que rx(αi) = rx0(αi) ∈ Uαi

, para cada i ≤ k. Como 0R es un punto
de acumulación de A, entonces el subgrupo generado por A es denso en R.
Por lo tanto, existen β ∈ ω1 \ supp(U) y s ∈ Z tales que saβ ∈ U0 − ra0.
Consideremos el elemento y = rx0 +sxβ. Tenemos que y(0) = ra0 +saβ ∈ U0

y y(αi) = rx0(αi) ∈ Uαi
, para cada i ≤ k. Lo cual implica que y ∈ U ∩ G∗.

Se sigue de lo anterior que G∗ es denso en K∗ y, por lo tanto, G∗ es denso en
H∗. Como G∗ es numerable, podemos concluir que H∗ es separable.

Sea M el subgrupo de K generado por el conjunto {xα : α ∈ ω1 \ {0}}.
En el ejemplo 2.2.15, se prueba que no existe una condensación de M sobre
un espacio Hausdorff primero numerable. Como M es subgrupo de H, en-
tonces no existe una condensación de H sobre un espacio Hausdorff primero
numerable.

En [6, Open Problem 5.2.1], Arhangel’skii y Tkachenko preguntan: Su-
pongamos que un grupo paratopológico Hausdorff (regular, tychonoff) G con-
tiene un subgrupo denso τ -estrecho. ¿Es G τ -estrecho? El siguiente resultado
responde este problema.

Proposición 3.1.20. Si un grupo paratopológico G contiene un subgrupo
denso τ -estrecho H, entonces G es τ -estrecho.

Demostración. Sea U una vecindad de la identidad e en G. Escojamos una
vecindad abierta V de e en G la cual satisface V 2 ⊆ U . Por hipótesis, existe
un subconjunto A de H tal que A(V ∩H) = H, (V ∩H)A = H y |A| ≤ τ . Por
el corolario 1.2.6, G = H ⊆ V −1H, en consecuencia, G = HV ⊆ AV V ⊆ AU
y AU = G. De forma similar de prueba que UA = G.
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Sea G un grupo semitopológico con identidad e. Denotemos por N (e) a
la familia de vecindades abiertas de la identidad e en G. Recordemos que el
ı́ndice izquierdo (derecho) de estrechez de G, denotado por Inl(G) (respecti-
vamente, Inr(G)), es el mı́nimo cardinal τ ≥ ω tal que para cada U ∈ N (e),
existe F ⊆ G tal que FU = G (respectivamente, UF = G) y |F | ≤ τ .

En [25] se demuestra que todo grupo paratopológico G cumple la igualdad
πω(G) = Inl(G)πχ(G). Recientemente, en [20] Li, Mou y Wang demuestran
la desigualdad d(G) ≤ Inl(G)χ(G) para un grupo semitopológico G. El si-
guiente teorema generaliza los resultados mencionados anteriormente.

Teorema 3.1.21. Cada grupo semitopológico G satisface πω(G) = Inl(G)πχ(G).

Demostración. Claramente, πω(G) ≥ πχ(G) y πω(G) ≥ d(G) ≥ Inl(G), por
lo tanto, πω(G) ≥ Inl(G)πχ(G). Ahora, veamos que πω(G) ≤ Inl(G)πχ(G).
Para ello, primero probemos la desigualdad d(G) ≤ Inl(G)πχ(G). Sea γ
una π-base local de e en G con |γ| = πχ(G). Para cada V ∈ γ, existe
un subconjunto AV ⊆ G tal que AV V = G y |AV | ≤ Inl(G). Sea A =⋃
V ∈γ AV . Claramente |A| ≤ Inl(G)πχ(G). Demostremos que A−1 es denso

en G. Tomemos U un abierto no vaćıo en G. Fijemos x ∈ U , entonces existe
V ∈ γ tal que V ⊆ Ux−1, equivalentemente, V x ⊆ U . Por la definición
de A tenemos que x−1 ∈ aV , para algún a ∈ A. Se sigue de lo anterior
que a−1 ∈ V x ⊆ U . Como A−1 es denso y |A−1| ≤ Inl(G)πχ(G), podemos
concluir que d(G) ≤ Inl(G)πχ(G).

Tomemos D ⊆ G tal que que D es denso en G y |D| = d(G). Para cada
d ∈ D, sea Bd una π-base local de d en G con |Bd| = πχ(G), para cada
d ∈ D. Pongamos B =

⋃
d∈D Bd. Es claro que |B| ≤ πχ(G)d(G). Por lo

probado anteriormente, tenemos que |B| ≤ Inl(G)πχ(G). Afirmamos que B
es una π-base de G. En efecto, sea U un abierto no vaćıo en G. Como D
es denso en G, existe d ∈ D ∩ U . Como Bd es una π-base local de d en G
podemos encontrar V ∈ Bd ⊆ B tal que V ⊆ U . Se sigue de lo anterior que
πω(G) = Inl(G)πχ(G).

Corolario 3.1.22. Todo grupo semitopológico ω-estrecho con π-carácter nu-
merable tiene una π-base numerable.

Corolario 3.1.23. Todo grupo semitopológico ω-estrecho con π-carácter nu-
merable es separable.

En [6, Open problem 5.2.3] se plantea la siguiente cuestion:
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Sea G un grupo paratopológico Hausdorff τ -estrecho tal que ψ(G) ≤ τ .
¿Es la cardinalidad de G menor o igual a 2τ?

En [28, Theorem 2.28] M. Sanchis y M. Tkachenko demuestran que todo
grupo paratopológico Hausdorff Lindelöf G satisface |G| ≤ 2ω. En realidad
ellos demuestran lo siguiente:

Proposición 3.1.24. Todo grupo semitopológico Hausdorff G cumple

|G| ≤ 2Hs(G)ψ(G)Inr(G).

Demostración. Sea κ = Hs(G)ψ(G)Inr(G). Podemos encontrar una familia
Γ ⊆ N (e) tal que

⋂
V ∈Γ V V

−1 = {e} y |Γ| ≤ κ. Para cada V ∈ Γ, existe
un subconjunto AV ⊆ G tal que V AV = G y |AV | ≤ κ. Consideremos la
familia P = {V a : V ∈ Γ, a ∈ AV }. Veamos que P es una subbase para una
topoloǵıa T1 en G. Tomemos x, y ∈ G con y 6= x, entonces existe V ∈ Γ
tal que xy−1 /∈ V V −1. Escojamos a ∈ AV tal que x ∈ V a. Supongamos que
y ∈ V a, entonces xy−1 ∈ V aa−1V −1 = V V −1, lo cual contradice la elección
de V . Denotemos por τ a la topoloǵıa generada por P en G, entonces (G, τ)
es un espacio T1 de peso menor o igual que κ. Aplicando [17, 2.2], tenemos
que |G| ≤ 2κ.

3.2. El rango de la diagonal

Los siguientes tres lemas son útiles en la demostración del teorema 3.2.4.

Lema 3.2.1. Si G es un grupo semitopológico Hausdorff con π-carácter nu-
merable, entonces G tiene pseudocarácter numerable.

Demostración. Sea γ = {Un : n ∈ ω} una π-base local de la identidad e en
G. Pongamos Wn = UnU

−1
n . Afirmamos que

⋂
n∈ωWn = {e}. En efecto, sea

x un elemento de G distinto de la identidad. Como G es Hausdorff, existe
una vecindad abierta V de e tal que xV ∩V = ∅. Como γ es una π-base local
de e, existe n ∈ ω tal que Un ⊆ V . En consecuencia, xUn ∩ Un = ∅, es decir,
x /∈ UnU−1

n = Wn.

Lema 3.2.2. Sean G un grupo semitopológico, A un subconjunto de G y γ
una π-base local de la identidad e en G. Entonces,⋂

V ∈γ

AV −1 ⊆ A.
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Demostración. Denotemos por N (e) a la familia de vecindades abiertas de
e. Sabemos que

⋂
U∈N (e)AU

−1 = A. Si la intersección
⋂
V ∈γ AV

−1 es vaćıa,

terminamos. En otro caso, tomemos x ∈
⋂
V ∈γ AV

−1. Veamos que x ∈⋂
U∈N (e)AU

−1. Tomemos U ∈ N (e). Como γ es una π-base local de e, existe

V ∈ γ tal que V ⊆ U , en consecuencia x ∈ AV −1 ⊆ AU−1. Hemos demos-
trado que

⋂
V ∈γ AV

−1 ⊆
⋂
U∈N (e) AU

−1 = A.

Dada una colección U de subconjuntos de un espacio X, se define la
estrella de U respecto a un conjunto A ⊆ X como st(U , A) =

⋃
{U : U ∈

U , U ∩A 6= ∅}. Cuando A = {x}, escribimos st(U , x). Pongamos st1(U , x) =
st(U , x) y definimos recursivamente stn+1(U , x) = st(U , stn(U , x)).

Decimos que un espacio X tiene una diagonal Gδ de rango k ∈ N si existe
una sucesión {Un : n ∈ ω} de cubiertas abiertas de X tal que

⋂
{stk(Un, x) :

n ∈ ω} = {x}, para cada x ∈ X. Si un espacio tiene diagonal Gδ de rango k
para todo número natural k, decimos que X tiene una diagonal Gδ de rango
infinito.

Lema 3.2.3. Sea G un grupo paratopológico con identidad e. Si existe una
familia {Wn : n ∈ ω} ⊆ N (e) tal que para cada par de puntos distintos
y, z ∈ G podemos encontrar n ∈ ω el cual satisface Wny∩ zWn = ∅, entonces
G tiene una diagonal de rango infinito.

Demostración. Sea k un número natural arbitrario. Veamos que G tiene una
diagonal Gδ de rango k. Como G es un grupo paratopológico podemos cons-
truir una sucesión {Vn : n ∈ ω} ⊆ N (e) tal que V k

n ⊆ Wn para cada n ∈ ω.
Pongamos U(x, n) = Vnx ∩ xVn para cada n ∈ ω y x ∈ G. También pon-
gamos βn = {U(x, n) : x ∈ G} para cada n ∈ ω. Consideremos la familia
{βn : n ∈ ω} de cubiertas abiertas de G. Fijemos y ∈ G. Probemos que⋂
{stk(βn, y) : n ∈ ω} = {y}. Sea z ∈ G con z 6= y. Por hipótesis, existen

n ∈ ω tal que Wny ∩ zWn = ∅. Afirmamos que z /∈ stk(βn, y). Suponga-
mos lo contrario, entonces existen x1, . . . , xk ∈ G tales que y ∈ U(x1, n),
z ∈ U(xk, n) y U(xi, n) ∩ U(xi+1, n) 6= ∅ para 1 ≤ i ≤ k − 1. En con-
secuencia, existen puntos p1, . . . , pk, q0, . . . , qk−1 ∈ Vn, los cuales satisfacen
y = x1q0, z = pkxk y pixi = xi+1qi (equivalentemente, xi = p−1

i xi+1qi) para
1 ≤ i ≤ k − 1. De lo anterior podemos concluir:

y = x1q0 = p−1
1 x2q1q0 = · · · = p−1

1 p−1
2 · · · p−1

k−1xkqk−1 · · · q1q0 =

p−1
1 p−1

2 · · · p−1
k−1p

−1
k zqk−1 · · · q0 ∈ V −kn zV k

n ⊆ W−1
n zWn.
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Lo anterior implica que Wny ∩ zWn 6= ∅. Lo cual contradice la elección
de Wn. Por lo tanto, G tiene una diagonal Gδ de rango k, para todo k ∈ N.
El lema queda demostrado.

En [2, Problem 3], se plantea la siguiente pregunta:

Sea G un grupo paratopológico Hausdorff (regular) con π-carácter nume-
rable. ¿Tiene G una diagonal Gδ de rango infinito?

El siguiente resultado responde en forma positiva a esta pregunta en el
caso de grupos paratopológicos regulares.

Teorema 3.2.4. Si G es un grupo paratopológico regular con π-carácter
numerable, entonces G tiene una diagonal Gδ de rango infinito.

Demostración. Por el lema 3.2.1,G tiene pseudocarácter numerable. Además,
como G es un grupo paratopológico regular, podemos construir una sucesión
{Vn : n ∈ ω} ⊆ N (e) tal que

⋂
n∈ω Vn = {e} y Vn+1Vn+1 ⊆ Vn para cada

n ∈ ω. Sea {Un : n ∈ ω} una π-base local de e. Pongamos Wn = UnU
−1
n para

cada n ∈ ω.
Tomemos un par de puntos distintos y, z ∈ G. Por la definición de la

sucesión {Vn : n ∈ ω}, existe n ∈ ω tal que yz−1 /∈ VnVn, equivalentemente,
y /∈ VnVnz. Podemos encontrar W ∈ N (e) tal que zW ⊆ Vnz. Observemos
que la familia {Um : Um ⊆ W} es una π-base local de e. Por el lema 3.2.2,
tenemos que

⋂
{VnzWU−1

m : Um ⊆ W} ⊆ VnzW . De lo anterior, podemos
concluir:

VnVnz = VnVnz ⊇ VnzW ⊇
⋂
{VnzWU−1

m : Um ⊆ W}.

Como y /∈ VnVnz, podemos concluir que y /∈
⋂
{VnzWU−1

m : Um ⊆ W},
es decir, existe m ∈ ω tal que Um ⊆ W y y /∈ VnzWU−1

m . Como Um ⊆ W ,
y /∈ VnzUmU−1

m = VnzWm, equivalentemente, yW−1
m ∩ Vnz = ∅. Sabemos que

Wm = W−1
m , por lo tanto, yWm ∩ Vnz = ∅. Pongamos On,m = Vn ∩Wm para

cada n,m ∈ ω. Observemos que la familia {On,m : n,m ∈ ω} satisface las
condiciones del lema 3.2.3, por lo tanto, G tiene una diagonal Gδ de rango
infinito.

El siguiente lema es fácil de probar, aśı que omitimos su demostración.

Lema 3.2.5. Si Y es un subespacio denso de un espacio regular X, entonces
πχ(y, Y ) = πχ(y,X) (respectivamente, χ(y, Y ) = χ(y,X)) para cada y ∈ Y .
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Sea (G, τ) un grupo paratopológico. Consideremos la regularización r(G) =
(G, τr) de G (ver sección 1.4). Dado K subgrupo de G, pongamos σ = τ |K .
En general, las topoloǵıas τr|K y σr no coinciden. En el siguiente resultado
damos condiciones suficiente para que dichas topoloǵıas coincidan.

Lema 3.2.6. Sea H un subgrupo denso de un grupo paratopológico (G, τ).
Pongamos σ = τ |H , entonces τr|H = σr.

Demostración. Sea B una base local de la identidad e en (G, τ). La familia
Bσr = {intσ(U ∩Hσ

) : U ∈ B} es una base local de e en (H, σr). Por
otro lado, la familia Bτr|H = {(intτU

τ
) ∩ H : U ∈ B} es una base local de

(H, τr|H). Probemos que Bσr = Bτr|H . Dado U ∈ B tenemos intσ(U ∩Hσ
) =

intσ[(U ∩Hτ
)∩H] = intσ(U

τ∩H). El conjunto (intτU
τ
)∩H es un abierto en

(H, σ) que está contenido en U
τ ∩H, por lo tanto, (intτU

τ
)∩H ⊆ intσ(U

τ ∩
H). Para obtener la otra contención, observemos que intσ(U

τ ∩ H) ⊆ H.
Tomemos x ∈ intσ(U

τ ∩ H), entonces existe V ∈ τ tal que x ∈ V ∩ H ⊆
U
τ ∩ H ⊆ U

τ
. Lo cual implica que x ∈ V y V

τ
= V ∩Hτ ⊆ U

τ
, es decir,

x ∈ V ⊆ U
τ
. En consecuencia x ∈ intτU

τ
. De lo anterior se sigue que

intσ(U ∩Hσ
) = (intτU

τ
) ∩H para cada U ∈ B.

Proposición 3.2.7. Sea H un subgrupo denso de un grupo paratopológico
Hausdorff G tal que H tiene π-carácter numerable (carácter numerable).
Entonces, la regularización r(G) de G tiene π-carácter numerable (carácter
numerable).

Demostración. Pongamos σ = τ |H . Como (H, σ) tiene π-carácter numerable
(carácter numerable), entonces (H, σr) tiene π-carácter numerable (carácter
numerable). Por el lema 3.2.6, (H, τr|H) tiene π-carácter numerable (carácter
numerable). Además, el grupo paratopológico (G, τr) es regular. Aplicando el
lema 3.2.5, podemos concluir que (G, τr) tiene π-carácter numerable (carácter
numerable).

En el siguiente resultado respondemos la pregunta planteada por A. Ar-
hangel’skii y A. Bella para el caso Hausdorff (ver [2, Problem 3]), en una
forma más general (ver ejemplo 3.2.9).

Teorema 3.2.8. Sea H un subgrupo denso de un grupo paratopológico Haus-
dorff G tal que H tiene π-carácter numerable. Entonces, G tiene una diagonal
Gδ de rango infinito.
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Demostración. Por la proposición 3.2.7, la regularización r(G) de G es un
grupo paratopológico regular con π-carácter numerable. Aplicando el teorema
3.2.4, podemos concluir que el espacio (G, τr) tiene una diagonal Gδ de rango
infinito. Como τr ⊆ τ , G tiene una diagonal Gδ de rango infinito.

Es sabido que si un grupo topológico Hausdorff G contiene un subgrupo
denso primero numerable, entonces G es primero numerable. El siguiente
ejemplo se muestra que este hecho no es válido para grupos paratopológcos.

Ejemplo 3.2.9. Existe un grupo paratopológico funcionalmente Hausdorff
G de π-carácter no numerable el cual contiene a un subgrupo denso segundo
numerable.

Demostración. Sea F = (R, µ) el grupo paratopológico que tiene como base
local del cero a la familia {Un = (− 1

n
, 1
n
)∪(n,∞) : n ∈ N}. El espacio F es T1

segundo numerable (ver ejemplo 2.2.12). Consideremos el grupo del ćırculo
T con notación aditiva y su topoloǵıa usual.

Tomemos un conjunto S = {tα : α ∈ ω1 \ {0}} ⊆ T linealmente in-
dependiente, donde tα es de orden infinito para cada α ∈ ω1 \ {0}. Sea
K = T × F ω1\{0}. Para cada α ∈ ω1 \ {0}, definamos xα de la siguiente
manera:

xα(β) =


tα, β = 0;
−1, β = α;
1, en otro caso.

Denotemos por G y H a los subgrupos de K generados por los conjuntos
X = {xα : α ∈ ω1 \ {0}} y {xn : n ∈ ω \ {0}}, respectivamente. Es claro que
H es segundo numerable. Veamos que G es funcionalmente Hausdorff. Sea
M el subgrupo de T generado por S. Denotemos por p a la proyección de K
sobre T, entonces p|G es un isomorfismo continuo de H sobre M . Debido a
que M es completamente regular, podemos concluir que G es funcionalmente
Hausdorff.

Probemos que H es denso en G. Para ello veamos que xα,−xα ∈ H
G

para
cada α ∈ ω1 \ ω. Sea O =

∏
{Oα : α ∈ ω1} un abierto canónico no vaćıo en

K tal que 0K ∈ O. Pongamos supp(O) = {0, α1, α2, . . . , αk} y V = O ∩ G.
Tomemos n ∈ N \ supp(O). Por la topoloǵıa en los espacios T y F , podemos
encontrar un entero positivo m > 2 tal que mtn ∈ (O0− tα) y (m− 1) ∈ Oαi

para cada 0 < i ≤ k. Sea y = mxn + xα, entonces
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y(0) = mtn + tα ∈ O0. Además,

y(αi) = m± 1 ∈ Oαi
si 0 < i ≤ k.

De lo anterior podemos concluir que y ∈ V . Lo cual implica que (−xα+V )∩
H 6= ∅. Aśı que −xα ∈ H

G
. La demostración de que xα ∈ H

G
es similar,

sólo basta tomar un entero positivo r tal que rtn ∈ (O0 + tα) y r − 1 ∈ Oαi

para cada 0 < i ≤ k y poner y = rxn − xα. Como H
G

es un subsemigrupo
de G que contiene a X ∪ (−X) y el grupo G está generado por el conjunto

X, entonces H
G

= G.
Por último, probemos que G no tiene π-carácter numerable. Supongamos

lo contrario. Sea {Vn : n ∈ ω} una π-base local de 0G en G. Para cada n ∈ ω
tomemos un abierto canónico no vaćıo Wn en K tal que Wn ∩ G ⊆ Vn. Sea
P = {0}∪

⋃
{supp(Wn) : n ∈ ω}. Fijemos α ∈ ω1\S. Consideremos el abierto

canónico W ∈ NK(0) tal que supp(W ) = α y Wα = U1 ⊆ F . Por hipótesis,
existe n ∈ ω tal que Vn ⊆ W ∩ G. Podemos encontrar un entero positivo
m tal que mxα ∈ Wn ∩ G ⊆ Vn. Sin embargo, mxα /∈ W . Lo cual es una
contradicción, podemos concluir que G no tiene π-carácter numerable.

De acuerdo a [2, Proposition 1], todo espacio con una diagonal Gδ de
rango 3 tiene una diagonal Gδ regular.

Corolario 3.2.10. Cada grupo paratopológico Hausdorff con π-carácter nu-
merable tiene una diagonal Gδ regular.

Un subconjunto B de un espacio X se dice acotado en X si cada familia
infinita ξ de subconjuntos abiertos de X tal que V ∩B 6= ∅, para cada V ∈ ξ,
tiene un punto de acumulación en X. Si X es acotado en él mismo, entonces
decimos que X es tenuemente compacto. Se puede demostrar que en espacios
Tychonoff, compacidad tenue es equivalente a pseudocompacidad.

En [3, Theorem 1] se prueba que si X es un espacio regular con una
diagonal Gδ regular, entonces la cerradura de cada subconjunto acotado B
de X es metrizable. Este resultado junto con el teorema 3.2.10 nos permiten
establecer los siguientes dos corolarios.

Corolario 3.2.11. Sea G un grupo paratopológico regular con π-carácter
numerable. Entonces cada subconjunto acotado en G es metrizable.

Corolario 3.2.12. Si G es un grupo paratopológico regular con π-carácter
numerable, entonces cada subespacio tenuemente compacto de G es compacto
y metrizable.



44 CAPÍTULO 3. FUNCIONES CARDINALES

Demostración. Sea B un subespacio tenuemente compacto de G, entonces
B es metrizable y pseudocompacto. Además, cada espacio pseudocompacto
metrizable es compacto. Esto termina la prueba.

Es inmediato de la definición de ı́ndice de regularidad (ver sección 3.1),
que todo grupo semitopológico regular primero numerable tiene ı́ndice de
regularidad numerable. En el siguiente resultado mejoramos este hecho para
en el ámbito de grupos paratopológicos.

Proposición 3.2.13. Si G es un grupo paratopológico regular, entonces
Ir(G) ≤ πχ(G).

Demostración. Sea U ∈ N (e). Por la regularidad de G, existe V ∈ N (e) tal
que V V ⊆ U . Sea γ una π-base local de e tal que |γ| = πχ(G). Pongamos
λ = {W ∈ γ : W ⊆ V }. Es claro que λ es una π-base local de e con |λ| =
πχ(G). Por el lema 1.2.5,

⋂
W∈λ V (WV −1)−1 =

⋂
W∈λ V VW

−1 ⊆ V V ⊆ U .
Como W ⊆ V para cada W ∈ λ, el conjunto WV −1 es una vecindad abierta
de e para cada W ∈ λ. Se sigue de lo anterior que Ir(G) ≤ πχ(G) = |λ|.

El número de Hausdorff de un grupo semitopológico Hausdorff G, deno-
tado por Hs(G), es el mı́nimo cardinal κ tal que para cada vecindad U de
e en G, podemos encontrar una familia γ ⊆ N (e) tal que

⋂
V ∈γ V V

−1 ⊆ U
y |γ| ≤ κ (ver [31]). Se sigue de la definición que todo grupo semitopológico
Hausdorff primero numerable tiene número de Hausdorff numerable.

Proposición 3.2.14. Todo grupo paratopológico Hausdorff satisface la de-
sigualdad Hs(G) ≤ πχ(G).

Demostración. Sea γ una π-base local de e tal que |γ| = πχ(G). Como G
es un grupo paratopológico Hausdorff, para cada x 6= e, existe una vecin-
dad de la identidad Vx tal que VxxVx ∩ V 2

x = ∅, equivalentemente, x /∈
(V −1

x Vx)(VxV
−1
x ). Podemos encontrar U ∈ γ tal que U ⊆ Vx y, por lo tanto,

x /∈ (U−1U)(UU−1). Pongamos WU = (U−1U) ∩ (UU−1) para cada U ∈ γ.
Se sigue de lo anterior que

⋂
{WUW

−1
U : U ∈ γ} = {e}.

En un intento de generalizar a grupos semitopológicos las dos proposicio-
nes anteriores, se plantea la siguiente cuestión:

Problema 3.2.15. Sea G un grupo semitopológico regular con π-carácter
numerable. ¿Tiene G ı́ndice de regularidad (número de Hausdorff) numera-
ble?
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Un grupo semitopológico se dice ω-balanceado si para cada vecindad U de
la identidad e en G, existe una familia numerable γ tal que para cada x ∈ G
podemos encontrar un elemento V ∈ γ el cual satisface xV x−1 ⊆ U .

Proposición 3.2.16. Si G es un grupo paratopológico Hausdorff ω-balanceado
con Hs(G)ψ(G) ≤ ω, entonces G tiene una diagonal Gδ de rango infinito.

Demostración. Como Hs(G)ψ(G) ≤ ω, existe una familia {Un : n ∈ ω} ⊆
NG(e) tal que

⋂
n∈ω UnU

−1
n = {e}, donde e es la identidad de G. Como

G es ω-balanceado, para cada n ∈ ω, existe una familia numerable γn tal
que para cada x ∈ G podemos encontrar V ∈ γn tal que x−1V x ⊆ Un.
Pongamos γ =

⋃
n∈ω γn. Veamos que la familia numerable γ ∪ {Un : n ∈

ω} satisface las condiciones del lema 3.2.3. Tomemos una pareja de puntos
distintos x, y ∈ G. Como

⋂
n∈ω UnU

−1
n = {e}, existe n ∈ ω tal que x−1y /∈

UnU
−1
n , equivalentemente, xUn ∩ yUn = ∅. Por la construcción de la familia

γ, existe V ∈ γ tal que V x ⊆ xUn. En consecuencia V x∩yUn = ∅. Aplicando
el lema 3.2.3, concluimos que G tiene una diagonal Gδ de rango infinito.

Es claro que todo grupo semitopológico primero numerable es ω-balanceado.
Esto motiva la siguiente pregunta:

Problema 3.2.17. ¿Todo grupo paratopológico Hausdorff (regular) con π-
carácter numerable es ω-balanceado?

3.3. Condensaciones

Un grupo semitopológico se dice ω-estrecho si para cada vecidad U de la
identidad e en G, existe un conjunto numerable A ⊆ G tal que AU = UA =
G.

Teorema 3.3.1. Sea G un grupo semitopológico completamente regular ω-
estrecho tal que Hs(G)ψ(G) ≤ ω. Entonces G se puede condensar sobre un
espacio metrizable segundo numerable.

Demostración. Por hipótesis, existe una familia {Wn : n ∈ ω} ⊆ N (e) la
cual satisface

⋂
n∈ωWnW

−1
n = {e}. Como G es completamente regular, para

cada n ∈ ω, existe una función continua fn : G → [0, 1] tal que fn(e) = 1
y fn(G \Wn) ⊆ {0}. Pongamos Vn = {x ∈ G : fn(x) 6= 0}. Claramente Vn
es una vecindad abierta de la identidad contenida en Wn para cada n ∈ ω.
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Aśı que
⋂
n∈ω VnV

−1
n = {e}. Como G es ω-estrecho, para cada n ∈ ω, existe

An ⊆ G numerable tal que VnAn = G. Pongamos P = {Vna : n ∈ ω, a ∈
An}. Claramente, la familia P es numerable. Para cada n ∈ ω y a ∈ An
definamos la función continua fn,a : G → [0, 1] como fn,a = fn ◦ ρa−1 . Aqúı,
ρa−1 es la translación derecha de G por a−1. Observemos que fn,a(Vna) =
fn ◦ ρa−1(Vna) = fn(Vn) ⊆ (0, 1]. Si x /∈ Vna, entonces ρa−1(x) /∈ Vn, en
consecuencia fn,a(x) = 0. Se sigue de lo anterior que Vna = {x ∈ G : fn,a(x) 6=
0}. Veamos que la familia de funciones continuas F = {fn,a : n ∈ ω, a ∈ An}
separa a los puntos de G. Tomemos un par de puntos distintos x, y ∈ G;
existe n ∈ ω tal que xy−1 /∈ VnV −1

n . Escojamos a ∈ An tal que x ∈ Vna. Si
y ∈ Vna, entonces xy−1 ∈ Vnaa−1V −1

n = VnV
−1
n , lo cual contradice la elección

de Vn. Por lo tanto, x ∈ Vna y y /∈ Vna. De lo anterior, podemos concluir
que fn,a(x) 6= 0 y fn,a(y) = 0. Como la familia de funciones continuas F
separa puntos y es numerable, podemos concluir que el producto diagonala
f∈F f : G → [0, 1]ω es una función continua inyectiva. El teorema queda

demostrado.

En [32] M. Tkachenko plantea el problema: ¿cada grupo paratopológi-
co Hausdorff (o regular) G con l(G)ψ(G) ≤ ω se puede condensar sobre
un espacio Hausdorff segundo numerable? A continuación se responde esta
pregunta.

Teorema 3.3.2. Si G es un grupo paratopológico regular con l(G)ψ(G) ≤ ω,
entonces G se puede condensar sobre un espacio métrico segundo numerable.

Demostración. Como G es regular Lindelöf, el espacio G es completamen-
te regular. También, todo grupo paratopológico Hausdorff Lindelöf es ω-
estrecho y tiene número de Hausdorff numerable (ver [31, Proposition 2.4]).
Aplicando el teorema anterior,G se puede condensar sobre un espacio métrico
separable.

Utilizando la regularización de grupo paratopológico podemos extender
el teorema 3.3.2 a grupos paratopológicos Hausdorff como se muestra en el
teorema 3.3.4. Para ello, necesitamos el siguiente probar el siguiente resulta-
do.

Proposición 3.3.3. Sea G un grupo paratopológico Hausdorff con Hs(G)ψ(G) ≤
ω. Entonces la regularización r(G) de G también tiene número de Hausdorff
y pseudocarácter numerable.
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Demostración. El grupo paratopológico G satisface Hs(G)ψ(G) ≤ ω si y
sólo si existe una familia {Vn : n ∈ ω} ⊆ NG(e) tal que

⋂
n∈ω VnV

−1
n = {e},

donde e es la identidad de G. Pongamos Wn = IntV n, para cada n ∈ ω.
Cada Wn es una vecindad abierta de la identidad en r(G). Tomemos x ∈ G
con x 6= e. Como

⋂
n∈ω VnV

−1
n = {e}, existe n ∈ ω tal que xVn ∩ Vn = ∅. En

consecuencia, xIntV n ∩ IntV n = ∅, equivalentemente, x /∈ WnW
−1
n . Se sigue

de lo anterior que la familia {Wn : n ∈ ω} satisface
⋂
n∈ωWnW

−1
n = {e}. Por

lo tanto, r(G) tiene número de Hausdorff y pseudocarácter numerable.

Teorema 3.3.4. Si G es un grupo paratopológico Hausdorff con l(G)ψ(G) ≤
ω, entonces G se puede condensar sobre un espacio métrico segundo nume-
rable.

Demostración. Todo grupo paratopológico Hausdorff Lindelöf tiene número
de Hausdorff numerable (ver [31, Proposition 2.4]). Aplicando la proposi-
ción anterior, tenemos que el grupo paratopológico r(G) tiene número de
Hausdorff y pseudocarácter numerable. Para finalizar la demostración basta
aplicar el teorema 3.3.2 a la regularización r(G) de G.

El siguiente hecho es fácil de probar, aśı que omitimos su demostración.

Proposición 3.3.5. Todo espacio métrico tiene una diagonal Gδ de rango
infinito.

Corolario 3.3.6. Todo grupo paratopológico Hausdorff Lindelöf con pseudo-
carácter numerable tiene una diagonal Gδ de rango infinito.

Demostración. Sea (G, τ) un grupo paratopológico el cual satisface las con-
diciones del enunciado. Por el teorema 3.3.4, exite una topoloǵıa σ ⊆ τ en
G tal que X = (G, σ) es un espacio métrico. Aplicando la proposición 3.3.5,
concluimos que X tiene una diagonal Gδ de rango infinito, es decir, para cada
número natural k existe una sucesión {Un : n ∈ ω} de cubiertas abiertas de
X tal que

⋂
{stk(Un, x) : n ∈ ω} = {x}, para cada x ∈ X. Como σ ⊆ τ ,

la familia {Un : n ∈ ω} es una sucesión de cubiertas abiertas de G tal que⋂
{stk(Un, x) : n ∈ ω} = {x}, para cada x ∈ G. Por lo tanto, G tiene una

diagonal Gδ de rango infinito.

Un espacio X es débilmente Lindelöf si para cada cubierta abierta U de
X, existe λ ⊆ U tal que el conjunto

⋃
λ es denso en X. Claramente, todo

espacio Lindelöf es débilmente Lindelöf. En [26] se prueba que todo grupo
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paratopológico regular tiene ı́ndice de regularidad numerable. No sabemos
si el teorema 3.3.2 se puede extender a grupos paratopológicos débilmente
Lindelöf.

Problema 3.3.7. Sea G un grupo paratopológico regular débilmente Lindelöf
con pseudocarácter numerable. ¿Es G submetrizable?, ¿Existe una conden-
sación de X sobre un espacio Hausdorff segundo numerable?

Un espacio X es Urysohn si cada par de puntos x, y ∈ X, existen vecin-
dades U y V de x y y, respectivamente, tales que U ∩ V = ∅.

Teorema 3.3.8. Si G es un grupo semitopológico regular ω-estrecho tal que
Hs(G)ψ(G) ≤ ω, entonces existe una condensación de G sobre un espacio
Urysohn segundo numerable.

Demostración. Por hipótesis, existe una familia {Vn : n ∈ ω} ⊆ N (e) la
cual satisface

⋂
n∈ω VnV

−1
n = {e} y V n+1 ⊆ Vn para cada n ∈ ω. Como G es

ω-estrecho, para cada n ∈ ω, existe An ⊆ G numerable tal que VnAn = G.
Sea A =

⋃
n∈ω An. Pongamos P = {Vna : n ∈ ω, a ∈ A} ∪ {G \ Vna : n ∈

ω, a ∈ A}. Es claro que P es una familia numerable de abiertos en G. Sea σ
la topoloǵıa en G generada por P . Probemos que X = (G, σ) es un espacio
Urysohn segundo numerable. Como P es numerable, sólo falta demostrar que

X es Urysohn. Como Vna y G \ Vna son abiertos en X tenemos que Vna
X

=

Vna
G

= V
G

n a y X \ Vna
X
X

⊆ X \ Vna para cada n ∈ ω y a ∈ A. Tomemos
x, y ∈ G una pareja de puntos distintos. Como

⋂
n∈ω VnV

−1
n = {e}, existe

n ∈ ω tal que yx−1 /∈ VnV −1
n . Podemos encontrar a ∈ A tal que x ∈ Vn+2a.

Si y ∈ Vn+1a
X

, entonces yx−1 ∈ (Vn+1a
X

)(a−1V −1
n+2) = (V

G

n+1a)(a−1V −1
n+2) =

V
G

n+1V
−1
n+2 ⊆ VnV

−1
n , lo cual contradice la elección de Vn. Por lo tanto, y ∈

X \ Vn+1a
X

y x ∈ Vn+2a. Además, X \ Vn+1a
X
X

⊆ X \ Vn+1a y Vn+2a
X

=

V
G

n+2a ⊆ Vn+1a. Hemos demostrado que X es un espacio Urysohn segundo
numerable.

Corolario 3.3.9. Todo grupo semitopológico regular, primero numerable y
ω-estrecho se puede condensar sobre un espacio Urysohn segundo numerable.

En grupos paratopológicos podemos debililtar el axioma de separación en
las hipótesis del teorema 3.3.8.
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Corolario 3.3.10. Sea G un grupo paratopológico Hausdorff ω-estrecho el
cual satisface Hs(G)ψ(G) ≤ ω. Entonces existe una condensación de G sobre
un espacio Urysohn segundo numerable.

Demostración. Por la proposición 1.4.1, el grupo r(G) tiene número de Haus-
dorff y pseudocarácter numerable. Además, como la topoloǵıa de r(G) es más
débil que la topoloǵıa de G, podemos concluir que r(G) es ω-estrecho. Por
el teorema anterior el grupo paratopológico se puede condensar sobre un
espacio Urysohn segundo numerable. Esto termina la demostración.

Proposición 3.3.11. Si G es un grupo paratopológico Hausdorff ω-estrecho
con π-carácter numerable, entonces G admite una condensación sobre un
espacio Urysohn segundo numerable.

Demostración. Por el lema 3.2.1 y la proposición 3.2.14, tenemos la desigual-
dad Hs(G)ψ(G) ≤ ω. Para terminar basta aplicar el corolario 3.3.10.

En un intento de generalizar el teorema 3.3.8 y el corolario 3.3.10 se
plantea la siguiente pregunta.

Problema 3.3.12. Sea G es un grupo semitopológico Hausdorff ω-estrecho
con Hs(G)ψ(G) ≤ ω. ¿Existe una condensación de G sobre un espacio Haus-
dorff segundo numerable?

La siguiente pregunta fue sugerida por M. Tkachenko, mediante comuni-
cación personal.

Problema 3.3.13. Sea G un grupo paratopológico regular ω-estrecho primero
numerable. ¿Es G submetrizable?



Caṕıtulo 4

Concluisiones

A lo largo de este trabajo se obtuvieron varios resultados en forma positi-
va y algunos contraejemplos que respond́ıan varias preguntas planteadas en
nuestro proyecto de trabajo. Cabe resaltar que se responden algunos proble-
mas publicados por matemáticos como A. Arhangel’skii, A. Bella, M. Sanchis
y M. Tkachenko. Sin embargo, no todas las preguntas consideradas en nues-
tro proyecto fueron resueltas. En la siguiente sección mencionamos algunos
problemas, que hasta donde este autor sabe, todav́ıa siguen sin responderse.

4.1. Problemas abiertos

En un intento de extender la proposición 2.1.4 a grupos semitopológicos
se plantea el siguiente problema.

Problema 4.1.1. ¿Cada grupo semitopológico regular G cumple la desigual-
dad Sm(G) ≤ l(G)?

Por [31, Theorems 2.7, 3.6] y nuestros teoremas 2.2.5 y 2.2.7, los grupos
paratopológicos proyectivamente Ti primero numerable están caracterizados
internamente, para i = 0, 1, 2, 3.

Problema 4.1.2. Dar una caracterización interna de los grupos parato-
pológicos proyectivamente T3 1

2
primero numerable.

Problema 4.1.3. ¿Qué propiedades debe tener un grupo paratopológico G
para que se satisfaga la igualdad Sm(G) = Hs(G)?

50
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Por el teorema 3.1.2, cada grupo paratopológico regular totalmente ω-
estrecho tiene ı́ndice de regularidad numerable. También por el corolario
3.1.12, cada grupo paratopológico regular precompacto tiene ı́ndice de regu-
laridad numerable. Estos resultados sugieren la siguiente pregunta.

Problema 4.1.4. ¿Cada grupo paratopológico regular ω-estrecho tiene ı́ndice
de regularidad numerable?

En un intento de generalizar a grupos semitopológicos las proposiciones
3.2.13 y 3.2.14, se plantea la siguiente cuestión:

Problema 4.1.5. Sea G un grupo semitopológico regular con π-carácter nu-
merable. ¿Tiene G ı́ndice de regularidad (número de Hausdorff) numerable?

Es claro que todo grupo semitopológico primero numerable es ω-balanceado.
Esto junto con los resultados de la sección 3.2 motivan la siguiente interro-
gante.

Problema 4.1.6. ¿Todo grupo paratopológico Hausdorff (regular) con π-
carácter numerable es ω-balanceado?

No sabemos si el teorema 3.3.2 se puede extender a grupos paratopológicos
débilmente Lindelöf.

Problema 4.1.7. Sea G un grupo paratopológico regular débilmente Lindelöf
con pseudocarácter numerable. ¿Es G submetrizable?, ¿Existe una conden-
sación de X sobre un espacio Hausdorff segundo numerable?

En un intento de generalizar el teorema 3.3.8 y el corolario 3.3.10 se
plantea la siguiente pregunta.

Problema 4.1.8. Sea G es un grupo semitopológico Hausdorff ω-estrecho
con Hs(G)ψ(G) ≤ ω. ¿Existe una condensación de G sobre un espacio Haus-
dorff segundo numerable?

La siguiente pregunta fue sugerida por M. Tkachenko, mediante comuni-
cación personal.

Problema 4.1.9. Sea G un grupo paratopológico regular ω-estrecho primero
numerable. ¿Es G submetrizable?
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