Y UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
_ Casaabiertaal empo , UNIDAD IZTAPALAPA )
WEIEATNAEIRRE DIVISION DE CIENCIAS BASICAS E INGENIERIA

GRUPOS PARATOPOLOGICOS

Tesis que presenta
Ivan Sanchez Romero
Para obtener el grado de

Doctor en Matematicas

Asesor de tesis: Dr. Mikhail Tkatchenko

México, D.F., Julio 2013



Indice general

Resumen
Introduccién

1. Preliminares
1.1. Definiciones y ejemplos . . . . . . . ...
1.2. Propiedades basicas . . . . . . . .. ... ... . ... ..
1.3. Grupo topoldgico asociado . . . . . . . .. ...
1.4. Regularizacion . . . . . . . . . ...

2. Encajes
2.1. Numero de simetria . . . . . . . . . . .. ...
22. ElcasoTy vy T, . . . . . o o e

3. Funciones cardinales
3.1. Indice de regularidad y de estrechez . . . . . .. ... ... ..
3.2. Elrango de la diagonal . . . . . . . .. .. ... ... ... ..
3.3. Condensaciones . . . . . . . . . . . . ...

4. Concluisiones
4.1. Problemas abiertos . . . . . . . .. ...



INDICE GENERAL I

Resumen

En el primer capitulo se encuentran algunas definiciones y resultados que
utilizaremos en los capitulos posteriores.

En el segundo capitulo de esta tesis damos una caracterizacién interna de
los subgrupos de productos de grupos paratopoldgicos T; primero (segundo
numerble), para i = 0,1. En el caso T; demostramos que un grupo parato-
polégico T7 G es topologicamente isomorfo a un subgrupo de un producto
de grupos paratopolégicos T; primero (segundo) numerables si y sélo si G es
w-balanceado (totalmente w-estrecho) y G tiene nimero de simetria nume-
rable, donde el niimero de simetria de un grupo semitopoldgico es definido
como el minimo cardinal s tal que para cada vecindad U de e en G, existe
una familia v C N(e) tal que (., V™' C Uy 7] < k. También probamos
que todo grupo paratopologico 2-pseudocompacto con nimero de simetria
numerable, es un grupo topologico.

Construimos un grupo paratopoldgico abeliano H, funcionalmente Haus-
dorff, totalmente w-estrecho con pseudocaracter numerable que no se puede
condensar en un grupo paratopologico Hausdorff primero numerable. Ademaés,
Hs(H) > w. Este ejemplo responde en forma negativa algunas preguntas
planteadas por M. Sanchis y M. Tkachenko.

En la seccion 3.1 probamos que un grupo paratopoldgico regular total-
mente w-estrecho G tiene indice de regularidad numerable (lo cual responde
una pregunta publicada por M. Tkachenko), es decir, para cada vecindad U
de la identidad e en G, podemos encontrar una vecindad V' de e y una fami-
lia numerable v de vecindades de e tales que ﬂWGW VW~ C U. Utilizando
este hecho demostamos que todo grupo paratopoldgico regular (Hausdorff)
totalmente w-estrecho es completamente regular (funcionalmente Hausdorff).
También probamos que en todo grupo paratopoldgico regular G, el indice de
regularidad de G es menor o igual que el nimero Lindel6f débil de G.

En la seccién 3.2 se demuestra que todo grupo paratopolégico Hausdorff
con m-caracter numerable tiene una diagonal G5 de rango infinito. Lo cual
responde en forma positiva una pregunta planteada por A. Arhangel’skii y A.
Bella. También construimos un grupo paratopolégico Hausdorff de m-caracter
no numerable el cual contiene un subgrupo denso segundo numerable.

En la seccion 3.3 probamos que todo grupo paratopolégico Hausdorff
Lindel6f con pseudocaracter numerable se puede condensar sobre un espacio
metrizable segundo numerable. Este resultado responde una pregunta de M.

Tkachenko.
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Introducciéon

Un grupo semitopolégico (paratopolégico) (G, 7) consiste de un grupo
abstracto G dotado de una topologia 7 con la cual la multiplicacién es se-
paradamente (conjuntamente) continua. Un grupo semitopolégico (parato-
polégico) es llamado cuasitopolégico (topoldgico) si la inversién es continua.
Dado un grupo semitopoldgico G con identidad e, denotemos por Ng(e) a la
familia de vecindades abiertas de e en GG. Si no hay ambigiiedad del grupo
semitopoldgico en cuestion, solamente escribiremos N (e).

Durante mucho tiempo se ha investigado qué condiciones topoldgicas y/o
algebraicas en un grupo semitopolégico (paratopoldgico) G implican que G
es un grupo topoldgico. En 1957 R. Ellis [13] demostré que cada grupo semi-
topolodgico localmente compacto Hausdorff es un grupo topoldgico. Después,
en 1960 Zelazko [34] prueba que cada grupo semitopolégico completamente
metrizable es un grupo topolégico. Bouziad en [11] demuestra que cada grupo
semitopoldgico Cech-completo es un grupo topolégico.

En 2007 M. Sanchis y M. Tkachenko demuestran que cada P-grupo pa-
ratopoldgico Hausdorff Lindel6f es un grupo topolégico [29]. En la propo-
sicién 2.1.7 debilitamos la condiciéon de espacio Hausdorff a T;. En 2010
Ravsky prueba que en todo grupo paratopolégico 2-pseudocompacto de pseu-
docardcter numerable la inversa es continua [23], respondiendo de esta forma
a una pregunta planteada por Alas y Sanchis en [1]. En la seccién 2.1, en
la proposicion 2.1.10 damos una caracterizacion de cuando un grupo para-
topoldgico 2-pseudocompacto es un grupo topoldgico, la cual generaliza el
resultado de Ravsky mencionado anteriormente.

Katz demuestra que un grupo topoldgico es topoldogicamente isomorfo
a un subgrupo de un producto de grupos topolégicos primero numerables
(metrizables) si y solo si es w-balanceado [18]. El caso de grupos topoldgicos
segundo numerables es descrito por Guran en [15]: un grupo topoldgico G
admite un encaje topoldgico como un subgrupo de un producto de grupos
topoldgicos segundo numerables si y sélo si G es w-estrecho.

Sea P una propiedad topolégica y/o algebraica. Siguiendo la terminoligia
de Tkachenko en [31], decimos que un grupo paratopolégico (topolégico) G
es proyectivamente P si para cada U € Ng(eq), existe un homomorfismo
continuo p: G — H sobre un grupo paratopolégico (topoldgico) H con la
propiedad P tal que p~'(V) C U, para alguna V' € Ng(ey). Por el corola-
rio 2.2.2, un grupo paratopolégico es proyectivamente 7; primero (segundo)
numerables si y sélo si es topoldgicamente isomorfo a un subgrupo de un
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producto de grupos paratopolégicos T; primero (segundo) numerables, para
1 =0, 1,2,3,3%.

Tkachenko utiliza el concepto de numero de Hausdorff, para caracteri-
zar los grupos paratopoldgicos que son proyectivamente Hausdorff primero
(segundo) numerables ([31, Theorems 2.7-2.8]). En ese mismo articulo Tka-
chenko describe el caso de grupos paratopolégicos regulares: un grupo para-
topoldgico G admite un encaje topoldgico como un subgrupo de un producto
de grupos paratopolégicos primero (segundo) numerables si y sélo si G tiene
indice de regularidad numerable y es w-balanceado (totalmente w-estrecho).

En la seccién 2.2, en los teoremas 2.2.5 y 2.2.6 mostramos que un grupo
paratopolégico Ty es proyectivamente Ty primero (segundo) numerable si y
sélo si es w-balanceado (totalmente w-estrecho). En los teoremas 2.2.7 y 2.2.10
describimos el caso de grupos paratopoldgicos T}, concretamente, probamos
que un grupo paratopologico T7 G es topolégicamente isomorfo a un subgrupo
de un producto de grupos paratopoldgicos 17 primero (segundo) numerables
si y sélo si G es w-balanceado (totalmente w-estrecho) y G tiene nimero de
simetria numerable. Un grupo paratopologico GG tiene ntimero de simetria
numerable si para cada vecindad U de e en G, existe una familia numerable
v € Ne) tal que e, V' CU.

En [29, Problem 6.3], Sanchis y Tkachenko preguntan jtodo grupo pa-
ratopoldgico Hausdorff totalmente w-estrecho con pseudocaracter numerable
se puede condensar en un grupo paratopologico H Hausdorff segundo nume-
rable? El ejemplo 2.2.15 de este articulo responde en forma negativa a esta
pregunta ya que construimos un grupo paratopolégico Hausdorff totalmente
w-estrecho con pseudocaracter numerable que no admite un isomorfismo con-
tinuo sobre un grupo paratopolégico Hausdorff segundo numerable. El grupo
H del ejemplo 2.2.15 tiene nimero de Hausdorff no numerable lo cual res-
ponde (en forma negativa) la pregunta plateada por Tkachenko [31, Problem
4.1]: jcada grupo paratopoldgico Hausdorff totalmente w-estrecho G tiene
nimero de Hausdorff numerable?

En la seccion 3.1, demostramos algunas desigualdades en la clase de gru-
pos paratopolégicos (semitopolégicos). En particular, probamos que todo
grupo paratopoldgico regular totalmente w-estrecho G tiene indice de re-
gularidad numerable (ver Teorema 3.1.2). Utilizando el Teorema 3.1.2 y [31,
Theorem 3.8] podemos concluir que un grupo paratopoldgico regular G es
topoldgicamente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos para-
topologicos regulares segundo numerables si y sélo si GG es totalmente w-
estrecho. Este hecho responde en forma positiva a un problema formulado
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por M. Tkachenko (ver [33]): supongamos que G es un grupo paratopoldgi-
co Tychonoff totalmente w-estrecho. jEs G topoldgicamente isomorfo a un
subgrupo de un producto de grupos paratopoldgicos regulares segundo nu-
merables?

El siguiente problema atin permanece abierto: supongamos que G es un
grupo paratopolégico regular (primero numerable). ;Es G completamente
regular?, jes G funcionalmente Hausdorft? En esta direcciéon probamos que
todo grupo paratopolégico regular (Hausdorff) totalmente w-estrecho es com-
pletamente regular (funcionalmente Hausdorff).

En [31] se demuestra que en todo grupo paratopoldgico regular el niimero
de Lindelof es mayor o igual que el indice de regularidad. Claramente el niime-
ro Lindel6f débil de un espacio X, denotado por wl(X) es menor o igual que
el numero de Lindelof de X. El teorema 3.1.10 establece que para todo gru-
po paratopoldgico regular G se satisface la desigualdad I7(G) < wl(G). En
particular, cada grupo paratopoldgico regular precompacto (separable) tiene
indice de regularidad numerable. No sabemos si todo grupo paratopolégi-
co regular w-estrecho tiene indice de regularidad numerable (ver problema
3.1.3).

En [25] A. Ravsky prueba que todo grupo paratopoldgico G cumple la
igualdad 7w(G) = In(G)mx(G). Recientemente, en [20] Li, Mou y Wang
(A. Ravsky de forma independiente) demuestran la desigualdad d(G) <
In(G)x(G) para un grupo semitopolégico G. En el teorema 3.1.21 demostra-
mos que dado un grupo semitopolégico G' se cumple 7w (G) = In)(G)nx(G).
Claramente, el teorema 3.1.21 generaliza los resultados mencionados ante-
riormente.

En la seccién 3.2, probamos resultados relacionados con el rango de la
diagonal de un grupo paratopolégico. En [21], C. Liu demuestra que todo
grupo paratopolégico G Hausdorff primero numerable tiene una digonal Gy
regular, es decir, la diagonal de G X G es la interseccién numerable de cerrados
regulares en G' X (G. Posteriormente, A. Arhangel’skii y A. Bella prueban que
todo grupo paratopologico Hausdorff primero numerable tiene una digonal
G5 de rango infinito. Generalizando de esta forma el resultado de C. Liu
debido a que un espacio con una diagonal G5 de rango 3 tiene una diagonal
Gy regular (ver [2, Proposition 1]).

En [2], A. Arhangel’skii y A. Bella platean el problema: ; Todo grupo para-
topolégico Hausdorff (regular) con m-caracter numerable tiene una diagonal
Gs de rango infinito? En el teorema 3.2.8 respondemos en forma positiva
esta pregunta. También demostramos que si G es un grupo paratopoldgico



INDICE GENERAL 1

Hausdorff w-balanceado con nimero de Hausdorff numerable y ¥(G) < w,
entonces G tiene una diagonal G5 de rango infinito (ver proposicién 3.2.16).
Este hecho generalizado el resultado de A. Arhangel’skii y A. Bella men-
cionado anteriormente, porque todo grupo paratopolégico Hausdorff primero
numerable es w-balanceado, tiene niimero de Hausdorff numerable y pseudo-
caracter numerable.

En la seccién 3.3, trabajamos con condesaciones de un grupo parato-
poldgico sobre un espacio segundo numerable. Basandonos en los articulos
[3] v [28], probamos que un grupo semitopoldgico completamente regular G
w-estrecho con niumero de Hausdorff numerable y 1(G) < w se puede con-
densar sobre un espacio metrizable segundo numerable (ver teorema 3.3.1).
Apoyéandonos en este resultado, demostramos que todo grupo paratopolégico
Hausdorff Lindelof con pseudocaracter numerable admite una subtopologia
metrizable segundo numerable, lo cual responde una pregunta planteada por
M. Tkachenko en [32] (ver teorema 3.3.4).

Se prueba que todo grupo semitopolégico (paratopoldgico) regular (Haus-
dorff) w-estrecho con nimero de Hausdorff numerable y pseudocaricter nu-
merable se puede condensar sobre un espacio Urysohn segundo numerable
(ver teorema 3.3.8 y corolario 3.3.10).



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Definiciones y ejemplos

Un grupo semitopoldgico (G, T) consiste de un grupo algebraico G' dotado
de una topologia 7 con la cual la multiplicacién en G es separadamente con-
tinua. El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la definicion
de grupo semitopolégico.

Proposicion 1.1.1. Si G es un grupo semitopologico y A,O C G con O
abierto en G, entonces los conjuntos AO = {ao : a € A,o € O} y OA =
{oa :0€ O,a € A} también son abiertos en G.

Dado un grupo G, la funciéon “inversion” In: G — G esta definida como
In(z) = 27!, para cada * € G. Un grupo semitopoldgico es llamado grupo
cuasitopoldgico si la inversion es continua.

Un grupo paratopolégico (G, 1) consiste de un grupo algebraico G' dotado
de una topologia 7 con la cual la multiplicacién en G es continua. Claramente,
todo grupo paratopolégico es un grupo semitopolégico.

Ejemplo 1.1.2. Sea S la recta de Sorgenfrey, es decir, los niumeros reales R
con la suma y la topologia T generada por los intervalos [a,b), donde a,b € R
ya <b. Entonces S es un grupo paratopologico. No obstante, la inversion en
S no es continua.

Un grupo paratopoldgico es llamado grupo topolégico si la inversion es
continua.



1.2. PROPIEDADES BASICAS 3

Sea G un grupo. Fijemos g € G. Consideremos las funciones A\, y pg,
ambas de G en G, defnidas como A\,(z) = gz y py(x) = xg para cada = €
G. La funcién A, (respectivamente, p,) es llamada la translacion izquierda
(respectivamente, translacion derecha) de G por g. Claramente G es un grupo
semitopolégico si y s6lo si las funciones Ay y p, son continuas para cada g € G.

Proposicion 1.1.3. Sea G un grupo semitopologico y g un elemento de G.
Entonces,

a) las funciones Ay y pg son homeomorfismos del espacio de G en él mis-
mo;

b) para cualquier base local B, de e en G, las familias {gU : U € B.} y
{Ug:U € B.} son una base local de g en G.

Demostracion. Provemos a). Como G es un grupo semitopolégico, las trans-
laciones A, y py son continuas. Es facil ver que la inversa de A, es )\9_1, por
lo tanto, A, es un homeomorfismo de G en G. De forma similar se demuestra
que p, es un homeomorfismo de G en él mismo. La parte b) se sigue de a). O

Corolario 1.1.4. Todo grupo semitopoldgico es un espacio homogéneo.

1.2. Propiedades basicas
En el siguiente teorema describimos la topologia de un grupo parato-
poldgico en términos de una base local de la identidad.

Teorema 1.2.1. Sean G un grupo paratopolégico y U una base local de la
identidad e en G. Entonces:

i) para U,V € U, existe un elemento W € U el cual satisface W CUNV;
it) para cada U € U y cada x € U, existe V € U talque Vo C U;
i) para cada U € U y cada x € G, existe V € U tal que xVa=t C U;

) para cada U € U, existe un elemento V € U el cual satisface V* C U.

Reciprocamente, sea G un grupo y sea U una familia de subconjuntos de G que
satiface las condiciones i)-iv). Entonces By = {Ua : a € G,U € U} es una
base para una topologia 7, en G tal que (G, 1y) es un grupo paratopoldgico.
Ademds, la familia {aU : a € G,U € U} también es una base para la topologia
TUu-
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Demostracion. Supongamos que G es un grupo paratopoldgico. La parte i)
se cumple porque U es una base local e. Los incisos ii) y iii) se siguen de
la continuidad de las funciones p, y p,_, o A\;. Como la multiplicacién es
continua en G, se satisface iv).

Provemos el reciproco. Sea U una familia de subconjuntos de G que satifa-
ce las condiciones i)-iv). Sea 7 la familia de conjuntos W C G que satisfacen
la siguiente condicion:

(%) para cada x € W, existe U € U tal que Uz C .
Afirmacion 1. 7 es una topologia en G.

En efecto, es claro que el vacio y G estan en 7. También es claro que la
unién arbitraria de elementos de 7 esta en 7. Ahora, tomemos Wiy, Wy € 7.
Pongamos W = W; N W,. Veamos que W pertenece a 7. Tomemos z € W,
existen Uy, Us € U tales que Uiz C W; para i = 1,2. Por i), podemos
encontrar U € U tal que U C U; NUs,. Por lo tanto, Uz C Wi NWy = W. Se
sigue de lo anterior que W € 7. Hemos probado la afirmacién.

Afirmacion 2. Uz € 7, para cada x € G y cada U € U.

Tomemos y € Uz, equivalentemente, yx~ € U. Por ii), existe un elemento
V € U el cual satisface Vyz~—! C U, es decir, Vy C Ux. Por lo tanto, el
conjunto Ux esta en U.

La afirmacién 2 y la condicién ii) implican lo siguiente:

Afirmacién 3. La familia By = {Ua : a € G,U € U} es una base para la
topologia 7. En consecuencia T = Ty.

Afirmacion 4. La multiplicacion en G es continua respecto a la topologia 7.

Tomemos a,b € G y O un elemento de 7 tal que ab € O. Por la definicién
de 7, podemos encontrar W € U tal que Wab C O. La condicién iv) garantiza
la existencia de un elemento U € U el cual satisface U2 C W. Por iii), existe
V € U tal que aVa™! C U. Se sigue de lo anterior que U(aVa™') CU* C W,
por lo tanto, UaVb = U(aVa"')ab C Wab. Queda probada la afirmacion.

Afirmacion 5. bV € 7, para cada b € G y cada V € U.

Tomemos y € bV, es decir, b='y € V. Por ii), existe W € U tal que
Wb~y C V. Aplicando iii), podemos encontrar un elemento U € U el cual

satisface b~'Ub C W. En consecuencia, b~ Uy = (b1 Ub)b 'y C Wby C V,
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esto es, b1Uy C V. Por lo tanto, Uy C bV. Hemos probado la afirmacién.

Por dltimo, de la afirmacién 5 y la condicién iii) se concluye que la familia
{aU :a € G,U € U} también es una base para la topologia . ]

Sea A un subconjunto de un grupo semitopolégico GG, definimos el inverso
de A como A~ = {a™':a € A}. Decimos A es simétrico si A= A~".

Proposicion 1.2.2. Sea G un grupo paratopolégico y U una base local de la
identidad e en G. Entonces son equivalentes:

a) G es un grupo topoldgico;
b) para cada U € U, existe V € U tal que V' C U.

Demostracion. a) implica b) porque la inversion es continua en la identidad.
Probemos que b) implica a). Tomemos un abierto O en G y un elemento
arbitrario o € O. El conjunto 07'O es una vecindad abierta de e. Como U
es una base local de e, podemos encontrar U € U tal que U C 0~'O. Por
hipétesis, existe un elemento V' € U el cual satisface V= C U. Por lo tanto,
V C U™ C O7'o, en consecuencia, o' € Vo' C O~!. Como G es un
grupo paratopolégico, Vo™ ! es una vecindad abierta de o~!. Por lo tanto, el
conjunto O~! es abierto en G. Hemos demostrado que la inversion es continua
en G. ]

Ejemplo 1.2.3. Consideremos el grupo multiplicativo S* = {x € C : |z| =
1}. Sea U, = {€” : 0 < 0 < 1} para cada n € N. Entonces existe una
topologia T en S' tal que K = (8',7) es un grupo paratopoldgico y la fa-
milia U = {U, : n € N} es una base local de la identidad. Sin embargo, K
no es un grupo topologico. El grupo paratopoldgico K es conocido como la
circunferencia de Sorgenfrey.

Demostracion. Probemos que la familia U satisface las condiciones del teo-
rema 1.2.1. Las condiciones i) y iii) son claras. Demostremos ii). Para ello,
tomemos U, € U v © € U,. Por la definicién de U,, z = €* con 0 <
0 < %} Podemos encontrar m € N tal que % < % —0.Siy € Uy, en-
tonces yr = €' con a € [0, %), es decir, U,z C U,. La parte iv) es conse-
cuencia de U2 = {e¢ : 0 < 6 < 2}. De acuerdo a la proposicién 1.2.2, K
no es un grupo topoldgico porque ningin elemento de U esté contenido en
Ult={e?:0<0<1}. O



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.2.4. Dado un grupo semitopolégico G con identidad e, denote-
mos por Ng(e) a la familia de vecindades abiertas de e en G. Si no hay am-
bigiiedad del grupo semitopoldgico en cuestion, solamente escribiremos N (e).

Proposicion 1.2.5. Si G es un grupo semitopolégico, entonces para cual-
quier subconjunto A de G se satisface:

A= ﬂ AU = ﬂ U A,
UeN (e) UeN (e)

Demostracién. El punto = estd en A si y s6lo si la interseccion zU N A
(respectivamente, UzNA) no es vacia para cada U € N (e), equivalentemente,
r € AU™! (respectivamente, © € U~ A) para cada U € N (e). Lo anterior
muestra que A = Noente) AU~ (respectivamente, A = Noente) U'A). O

Corolario 1.2.6. Sea A un subconjunto de un grupo semitopoldgico G. En-
tonces, AC AU y AC U A para cada U € N (e).

Proposicién 1.2.7. Sea G un grupo paratopoldgico. Si U,V € N(e) satis-
facen V2 C U, entonces V-1 C UL

Demostracion. Por el corolario anterior, V-1 C V-1V=1 C U1 O

1.3. Grupo topoldégico asociado

Dado un grupo paratopoldgico podemos asignarle de forma funtorial un
grupo topoldgico de la siguiente manera:

Sea G un grupo paratopoldgico con topologia 7, definimos la topologia
conjugada 7' en G como 77! = {U~! : U € 7}. Pongamos G' = (G, 771).
Entonces G’ es un grupo paratopoldgico homeomorfo a G. El supremo 7 =
7V 77! es una topologia de grupo en G y G* = (G, 7*) se llama el grupo
topoldgico asociado a G. Observemos que 7* es la minima de la topologias de
grupo en G que contienen a 7.

Definicién 1.3.1. Sea P una propiedad definida en la clase de grupos pa-
ratopologicos. Decimos que un grupo paratopologico G es totalmente P si el
grupo topologico G* tiene la propiedad P.

El siguiente resultado describe la topologia del grupo topoldgico asociado
G* en términos de la topologia de G.
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Proposicion 1.3.2. Si B es una base local de la identidad en el grupo pa-
ratopoldgico G, entonces B* = {UNU' : U € B} es una base local de la
identidad en G*. Ademdas, si G es Ty, entonces G* es completamente regular.

Demostracion. La primera parte es inmediata de la definicion de grupo to-
pologico asociado. Supongamos que G es Ty. Como la topologia en G* es
mas fina que la topologia en G, el grupo G* es Tj. Para finalizar la demos-
tracion basta recordar que en grupos topoldgicos ser T es equivalente a ser
completamente regular. ]

El siguiente resultado nos permite estudiar algunas propiedades topologi-
cas del grupo topoldgico asociado G* en términos del grupo paratopoldgico

G.

Proposicién 1.3.3. (5], [29]) Sea G un grupo paratopoldgico. Si conside-
ramos la diagonal Ag = {(x,x) : © € G} con la topologia que hereda del
producto G x G', entonces Ag es un grupo topoldgico el cual es topoldgica-
mente isomorfo al grupo G*. Ademds, si G es Ty, el grupo Ag es cerrado en

G xG.

Demostracion. Es claro que Ag es un grupo algebraico y, por lo tanto, es un
grupo paratopolégico si se le considera con la topologia heredada de G x G'.
Veamos que Ag es un grupo topoldgico. Una base local de la identidad (e, €)
en Ag es B(Ag) = {(Ux U NAg: U € Ng(e)}. Tenemos la igualdad
(UxUNNAg ={(x,z) : 2 € UNU'} para cada U € Ng(e). Por lo tanto,
B(Ag) es una familia de vecindades simétricas de (e,e) en Ag. Aplicando
la proposicion 1.2.2, tenemos que Ag es un grupo topolégico. Claramente la
funcién p: Ag — G*, definida como p(z, x) = x es un isomorfismo de grupos.
Ademds p((U x U™')NAg) = UNU™!. Lo cual muestra que p es continua
y abierta. De lo anterior podemos concluir que p es un homeomorfismo. En
consecuencia, Ag es topoldgicamente isomorfo al grupo G*.

Por dltimo, supongamos que G es T;. Tomemos z,y € G con © # y,
entonces xy ! # e. Como G es T podemos encontrar una vecindad W de
ry !t en G tal que e ¢ W. Por la continuidad de la multiplicacién en G,
existen vecindades U,V de z y y~!, respectivamente; las cuales satisfacen
xy~! € UV C W. En consecuencia e ¢ UV. Por lo tanto, U x V™! es una
vecindad de (z,y) en G x G’ la cual no intersecta a la diagonal Ag. O

Lema 1.3.4. (/29]) Sea G un grupo paratopoldgico. Entonces se satisface lo
stguiente:
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a) Si G es primero (sequndo) numerable, entonces G* también lo es;

b) Si G es T, y o-compacto, G* es Hausdorff o-compacto.

1.4. Regularizacion

Dado un espacio (X, 7), se define la semiregularizacion de T como 7, =
{intU : U € 7}. La topologfa 7, es mas débil que 7 y el espacio r(X) =
(X, 7,) es llamado la semiregularizacion de X. Es facil probar que si X es
Hausdorff, el espacio r(X) es Hausdorff y semiregular, es decir, la familia
de abiertos regulares en r(X) forma una base para r(X). Si (G,7) es un
grupo paratopolégico, entonces al espacio 7(G) = (G, 7.) lo llamaremos la
reqularizacion de G debido al siguiente hecho:

Teorema 1.4.1. (/25, Example 1.9]) Si (G, T) es un grupo paratopoldgico
Hausdorff, entonces r(G) = (G, 1.) es un grupo paratopoldgico reqular.

La familia B, = {intU : U € Ng(e)} es una base local de la identidad e
en r(G). Veamos que r(G) es un grupo paratopolégico, para ello, es suficiente
probar que la familia B, satisface las condiciones de Pontryagin que aparecen
en el teorema 1.2.1.

La parte i) se cumple porque la interseccién de dos abiertos regulares es
un abierto regular.

Para la condicién ii), tomemos U € Ng(e) y z € intU. Como intU
es abierto en G, existe V € Ng(e) tal que Vo C intU. En consecuencia,
(intV)x = int(Vx) C int(intU) = intU.

La parte iii) se satisface debido a que las translaciones izquierdas y dere-
chas son homeomorfismos de G en G.

Probemos la condicién iv). Tomemos U € Ng(e). Como G es un grupo
paratopoldgico, existe V € Ng(e) tal que V2 C U. Por la continuidad de

la multiplicacién en G, tenemos que v C U. Como intV es abierto en G,
tenemos que (intV)? C int(VQ) C intU.

De lo anterior podemos concluir que 7(G) es un grupo paratopolégico.
Como G es Hausdorff, el espacio r(G) es Hausdorff. Veamos que 7(G) es
regular. La semiregularizaciéon de un espacio G tiene los mismos abiertos
regulares que el espacio G. Sabemos que la familia B, consiste de abiertos
regulares en G, por lo tanto, la familia B, esta formada de abiertos regulares
en 7(G). Tomemos O € B,. La igualdad int, O = O se satisface porque O
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es un abierto regular en r(G). Como r(G) es un grupo paratopoldgico, existe
W e B, tal que W2 C O. En consecuencia WW~ C W W~ C O". A,
W™ Cint, O" = O. Hemos probado que 7(G) es un grupo paratopoldgico
regular.



Capitulo 2

Encajes

En este capitulo caracterizamos los subgrupos de productos de grupos
paratopolégicos T; primero (segundo) numerables, para i = 0, 1. Para ello
necesitamos el concepto de nimero de simetria. Ademas, respondemos algu-
nas preguntas planteadas por M. Sanchis y M. Tkachenko en [29] y [31].

2.1. Numero de simetria

Recordemos que N (e) denota al conjunto de vecindades abiertas de e en
G (ver definicién 1.2.4). Un grupo semitopolégico G es Ty si y sélo si para
cadaz € G\ {e}, existe V' € N(e) tal que x ¢ V', es decir, (yepry V = {e},
equivalentemente, (¢ V=1 = {e}. Sea G un grupo semitopolégico 7.
Con base en lo anterior, definimos el niumero de simetria de G, denotado por
Sm(G), como el minimo cardinal x tal que para cada vecindad U de e en G,
existe una familia v C NV (e) tal que )y, VIC Uy |y <k

Un grupo semitopoldgico T} G satisface Sm(G) = 1 si y s6lo si G es un
grupo cuasitopolégico, es decir, un grupo semitopolégico con inversa conti-
nua. Las siguientes tres proposiciones se deducen facilmente de la definicion
de numero de simetria (los espacios involucrados en dichas proposiciones son
considerados T7).

Proposicion 2.1.1. 57 K es un subgrupo del grupo semitopologico G, en-
tonces se tiene la desigualdad Sm(K) < Sm(G).

Proposicién 2.1.2. Cada grupo semitopolégico G satisface Sm(G) < ¥(G),
donde ¥(G) es el pseudocardcter de G.

10
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Proposicién 2.1.3. Sea G = [[,.; Gi el producto de una familia de grupos
semitopoldgicos tales que Sm(G;) < k para cadai € I. Entonces Sm(G) < k.

El siguiente resultado relaciona el nimero de Lindelof y el nimero de
simetria de un grupo paratopoldgico G.

Proposicion 2.1.4. Si G es un grupo paratopoldgico Ty, entonces se satisface

la desigualdad Sm(G) < I(G).

Demostracién. Tomemos U € N (e). Como G es un grupo paratopoldgico T,
para cada z € G\U existe V, € N(e) tal que e ¢ xV2, es decir, V, !Nz V, = ().
La familia {zV, : © € G\ U} es una cubierta abierta del cerrado G \ U, por
lo tanto, existe un subconjunto S C G\ U tal que |S| < I(G) y la familia
v = {2V, : 2 € S} cubre a G\ U. De lo anterior se sigue que (., V"' CU
v |7] <I(G). Por lo tanto, Sm(G) < I(G). O

En un intento de extender la proposiciéon anterior a grupos semitopologi-
cos se plantea el siguiente problema.

Problema 2.1.5. ;Cada grupo semitopologico reqular G cumple la desigual-

dad Sm(G) < 1(G)?

Un espacio X es un P-espacio si cada conjunto G5 en X es abierto. Sea
(G, T) un grupo semitopolégico (paratopolédgico). La familia de conjuntos G
en (G,7) forma una base para una topologia 7, en G. Esta topologia es
llamada la Gs-modificacion de 7. Es facil probar que (G), = (G,7,) es un
grupo semitopolégico (paratopoldgico). Es claro que (G), es un P-espacio.
Maés atin, G es un P-espacio si y sélo si G = (G),. El siguiente hecho es
auxiliar en la prueba de la proposicion 2.1.7.

Proposicién 2.1.6. Sean G un grupo semitopolégico y (G)., su Gs-modificacion.
Entonces (G),, es un grupo cuasitopolégico si y sélo si Sm(G) < w.

Demostracién. Denotemos por N, (e) al conjunto de vecindades de la identi-
dad en (G),. Supongamos que (G), es un grupo cuasitopolégico. Tomemos
U € N(e), entonces U esta en N, (e). Por hipdtesis, existe V € N, (e) tal
que V=1 C U. Podemos encontrar una familia {V,, : n € w} € N (e) tal que
Nhew Ve €V, por lo tanto, (., V,, ' € U. Lo cual implica que Sm(G) < w.
Reciprocamente, supongamos que Sm(G) < w. Veamos que (G),, es un grupo
cuasitopolégico. Sea U € N,,(e), entonces (., Un € U con U,, € N (e) para

toda n € w. Por hipotesis, para cada n € w, existe una familia numerable
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Tn € N(e) tal que Ny, W' C U,. Pongamos v = U, Vn, €s claro que
V' =Nwe, W es un conjunto que satisface V € N (e) y V-l CU. []

En [29], M. Sanchis y M. Tkachenko demuestran que si H es un grupo
paratopologico Hausdorff tal que H es un P-espacio Lindelof, entonces H es
un grupo topoldgico. La siguiente proposicion muestra que el resultado es
valido si debilitamos la condicion de espacio Hausdorff a T7.

Proposicion 2.1.7. Si G es un grupo paratopologico Ty tal que G es un
P-espacio Lindelof, entonces G es un grupo topologico.

Demostracion. Consideremos G como en las hipotesis. Por la proposicién
2.1.4 tenemos Sm(G) < w. Como G = G, por ser G un P-espacio, aplicando
la proposicién 2.1.6 obtenemos el resultado. O

Dado un grupo paratopolégico G y un subgrupo H de G, en general la
Gs-cerradura de H no es un subgrupo de G' como se muestra a continuacion.

Ejemplo 2.1.8. Consideremos el conjunto de enteros Z y x un cardinal
no numerable. Para cada subconjunto finito A C &, definamos el conjunto
Ujy C Z"% como

Us={zx€Z" z(a)=0siac Ay z(a) >0sia € r\ A}
Existe una topologia 7 en Z* tal que G = (Z", T) es un grupo paratopolégico
completamente regular y la familia U = {Us : A C K, |A| < w} es una base
local de la identidad en Z* (ver [31, Example 2.9]). Pongamos H = {z €
G : |supp(z)| < w}, donde supp(z) = {a € k : z(a) # 0}. Denotemos
por K a la Gs-cerradura de H en G. Sea z el elemento de G que tiene
todas sus coordenadas igual a —1. Veamos que z € K. Tomemos una familia
¥ = {Uam) : n € w} de vecindades abiertas de la identidad en G. El conjunto
U = ()7 es un conjunto G5 en G. Pongamos F' = |, A(n). Observemos
que F' es un conjunto numerable. Ademas, se satisface la igualdad

U={zeZ  z(a)=0siac Fyz(a) >0siacr\F}.
Definamos y € Z" de la siguiente manera: y(a) = —1si « € F'y y(a) = 0 si
a € K\ F. Es claro que y € H N (2 + U). De lo anterior podemos concluir
que z € K. Ahora, pongamos V = Uy. Tenemos que H N (—z+ V) = (), en
consecuencia —z ¢ K. Concluimos que K no es subgrupo de G.

En el siguiente resultado damos condiciones suficientes para que la G-
cerradura de un subgrupo en un grupo semitopoldgico también sea un sub-

grupo.
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Proposicién 2.1.9. Sea G un grupo semitopoldgico con Sm(G) < w. Si H
es un subgrupo de G, entonces la Ggs-cerradura de H en G también es un
subgrupo de G.

Demostracion. Consideremos a GG como en las hipétesis. Sea H un subgrupo
de G. Como Sm(G) < w, entonces (G),, es un grupo cuasitopoldgico por la
proposicion 2.1.6. La cerradura de un subgrupo de un grupo cuasitopoldgico
es un subgrupo (ver [6, Proposition 1.4.13]). Es claro que la cerradura de H
en (G), es un subgrupo y coincide con la Gs-cerradura de H en G. O

Recordemos que un grupo paratopoldgico G' es 2-pseudocompacto si (), W =+

() para cada sucesién decreciente {U,, : n € w} de abiertos no vacios en G.
En 2007 O. Alas y M. Sanchis plantean en [1] la siguiente cuestién: jes ca-
da grupo paratopologico 2-pseudocompacto de pseudocaracter numerable un
grupo topoldgico? Ravsky en [23] responde en forma positiva a esta pregun-
ta. Todo grupo paratopoldgico de pseudocaracter numerable tiene ntimero
de simetria numerable (ver proposicién 2.1.2) pero no reciprocamente. Por
ejemplo, sea S la recta de Sorgenfrey y « un cardinal no numerable, entonces
por las proposiciones 2.1.2 y 2.1.3 se tiene que Sm(S") < w. Sin embargo, el
pseudocaracter de S® no es numerable. De esta observacién se sigue que la
siguiente caracterizacion generaliza el resultado de Ravsky.

Proposicion 2.1.10. Sea G un grupo paratopolégico 2-pseudocompacto. En-
tonces G es un grupo topoldgico si y sélo si Sm(G) < w.

Demostracion. Es claro que si G es un grupo topoldgico, entonces Sm(G) <
w. Probemos el reciproco. Supongamos que G tiene ntimero de simetria nume-
rable. Sea U € N (e). Por la continuidad de la multiplicacién en G existe V' €
N (e) tal que V2 C U. Por hipétesis, existe una sucesion {V,, : n € w} C N(e)
tal que (V! C V. Como G es un grupo paratopoldgico, podemos suponer
que Vn2+1 C V, para cada n € w. Aplicando la proposicién 1.2.7, tenemos

que V2, C V7! para todo n € w y, por lo tanto, (., Vil = Nyen Va &
Si existe n € w tal que V,, € V-1, entonces V,, C V-1 C V2 C U~ con
lo cual terminariamos la demostracién. Supongamos lo contrario, es decir,
Vi \F # () para cada n € w. Tenemos lo siguiente:

VN HIC VIV S (DY =((VH\V =0

new new new new

Lo anterior contradice la 2-pseudocompacidad de G. Por lo tanto, G es un
grupo topoldgico. ]
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Corolario 2.1.11. Sea G = [],.,; G; el producto de grupos paratopolégicos
Lindelof. Si K es un subgrupo 2-pseudocompacto de G, entonces K es un
grupo topologico.

Demostracion. Por las proposiciones 2.1.1, 2.1.3 y 2.1.4 se tiene que Sm(K) <
w. Como K es 2-pseudocompacto, aplicando la proposicién 2.1.10 obtenemos
el resultado. O

El siguiente lema es 1til en la demostracién de la proposicion 2.1.13.

Lema 2.1.12. Sea G un grupo paratopologico Hausdorff el cual es un P-
espacio. Entonces la reqularizacion r(G) de G también es un P-espacio.

Demostracion. Consideremos una sucesién {U, : n € w} de conjuntos abier-
tos en r(G). Tomemos z € [, ., Un. Como r(G) es un espacio regular (ver
teorema 1.4.1), existe V,, € 7. tal que x € V,, C V: C U,, para cada
n € w Comor, C71,2€eV,C V,: - V: C U,, para todo n. Pongamos
V' = N,ew Va- Tenemos lo siguiente

reVCInt,V CV C(\V,C()Un

new new

Esto termina la demostracion. O

Un espacio X se dice tenuemente compacto si cada familia localmente fi-
nita de abiertos en X es finita. En la clase de espacios Tychonoff, compacidad
tenue es equivalente a pseudocompacidad.

Es bien sabido que todo P-espacio pseudocompacto es finito. En grupos
paratopoldgicos tenuemente compactos Hausdorff sucede algo similar.

Proposiciéon 2.1.13. Sea G un grupo paratopolégico tenuemente compacto
Hausdorff tal que G es un P-espacio. Entonces G es finito.

Demostracion. Sea G como en las hipétesis. Como la topologia en r(G) es
mas débil que la topologia en G y por el teorema 1.4.1, su regularizacion
r(G) es un grupo paratopoldgico tenuemente compacto regular. Todo grupo
paratopoldgico tenuemente compacto regular es un grupo topoldgico pseu-
docompacto (ver [5, Theorem 1.7]). Por lo tanto, r(G) es un grupo parato-
polégico pseudocompacto. Aplicando el lema 2.1.12, tenemos que 7(G) es un
P-espacio. Concluimos que G es finito. n
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Dado un grupo G, un subconjunto S C G es un subsemigrupo de G
si para cada z,y € S se tiene que zy € S. Sean G un grupo abeliano y
S un subsemigrupo de G, entonces existe una topologia 7 en G tal que
G% = (G,75) es un grupo paratopoldgico y la familia de conjuntos Bg =
{{0}U(x+S) : x € S} es una base local de la identidad. La topologia 7¢ es
llamada la topologia cono* generada por el subsemigrupo S en G (ver [23]).

El siguiente ejemplo muestra que en la proposicién anterior, la condicion
de ser un espacio Hausdorff no puede ser sustituida por 7.

Ejemplo 2.1.14. Existe un P-grupo paratopologico tenuemente compacto T
de cardinalidad infinita.

Sea G = @aewl 7, es decir, la suma directa de wy copias del grupo de los
enteros Z. Definamos S como sigue:

S ={0c}U{z € G: (3B € wi)((Vor > B)(x(ar) = 0) y (x(8) > 0))}.

El grupo paratopolégico G% es tenuemente compacto T; (ver [23]). Es
claro que el grupo G§ es infinito. Veamos que G¢ es un P-espacio. Para ello,
es suficiente probar que para cada familia numerable v = {U,, : n € w} de
vecindades abiertas del Og en G%, se tiene Og € Int([)7). Por la definicién
de la topologia cono*, podemos encontrar una sucesién {z, : n € w} C S
tal que V,, = {0¢} U (z, + S) C U, para cada n € w. También, existe una
suceciéon {f, : n € w} C w; tal que para cada n € w se cumple z,, () = 0 si
a> B,y x,(6,) > 0. Como w; no es numerable, podemos encontrar 5 € w;
tal que 8 > f3, para cada n € w. Tomemos = € S el cual satisface z(a) = 0
sia € wy \ {B}y x(B) = 1. Pongamos V = {0g} U (x + 5). Es claro que
xr—x, €5, en consecuencia r — x, + 5 C S, es decir, z+ S C x, + Sy,
por lo tanto, V C V,, para cada n € w. Se sigue de lo anterior que Og € V C

ﬂnEw Vn g ﬂnEw Un [

2.2. ElcasoTyy T}

De acuerdo con [31], dada una propiedad topoldgica y/o algebraica P,
decimos que un grupo paratopolégico G es proyectivamente P si para cada
U € Ng(eg), existe un homomorfismo continuo y sobreyectivo p de G en
un grupo paratopolégico H con la propiedad P tal que p~*(V) C U, para
alguna V € Ng(ey). En el siguiente resultado damos una caracterizacién
de los grupos paratopoldgicos Ty que son proyectivamente P, para alguna
propiedad P.
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Proposicién 2.2.1. Sean G un grupo paratopologico Ty y P una propiedad
cerrada bajo subgrupos y bajo productos finitos en la clase grupos paratopolégi-
cos. Entonces, G es proyectivamente P y solo si G topolégicamente isomorfo
a un subgrupo de productos de grupos paratopologicos con la propiedad P.

Demostracion. Supongamos que G es un grupo paratopoldgico proyectiva-
mente P. Sea {U; : i € I} una base local de la identidad eg en G. Por
hipétesis, para cada U;, existe un homomorfismo continuo y sobreyectivo p;
de G en un grupo paratopoldgico H; con la propiedad P tal que p~ (V) C U,
para alguna vecindad V' de la identidad e; en H;. Sea p el producto diagonal
de la familia de funciones {p; : i € I'}. Pongamos H = [[,.; H;. Es claro que
p: G — H es un homomosfismo continuo. Veamos que la familia {p; : i € I}
separa puntos y cerrados. Sea x € G 'y F' un cerrado en GG que no cotiene a x.
Como la familia {p; : i € I} consta de homomorfismos continuos, podemos
suponer que ¥ = eg. Tomemos ¢ € I tal que U; N F = (). Consideremos
pi: G — H;. Sabemos que existe una vecindad V' de la identidad e; en H;
tal que p~*(V)) C U;. Por lo tanto, V N p;(F). En consecuencia, e; ¢ p;(F).
Hemos probado que la familia {P; : i € I} separa puntos y cerrados. Ademads
como G es Ty, también separa puntos. Por lo tanto, G es topoldgicamente
isomorfo al grupo paratopolégico p(G) < H.

Reciprocamente, supongamos que G es topolégicamente isomorfo a un
subgrupo del producto F' = [[,.; F;, donde cada F; es un grupo parato-
poldgico con la propiedad P. Existe un homomorfismo continuo e inyectivo
f: G — F tal que f: G — f(G) es un homeomorfismo. Sea U una vecindad
abierta de e en G. Existe un abierto canénico W en F' que contiene a la iden-
tidad de F' tal que WN f(G) C f(U). Pongamos S = supp(W). Sea mg la pro-
yeccién de F' sobre [] ¢ Fi. El conjunto mg(W) es abierto en [] ¢ Fi. Sean
p=mnso fy H=p(G). Observemos que H tiene la propiedad P. Pongamos
V = ms(W) Np(G). Se sigue de lo anterior que p: G — H es un homomor-
fismo continuo y sobreyectivo. Ademas, V' es una vecindad de la identidad
en H la cual satisface p~1(V) = fHag'(V)) = f~Urg'ns(W) N £(Q))) C
fwn @) cu. O

A continuacién caracterizamos a los grupos paratopoldgicos proyectiva-
mente T; primero (segundo) numerables, para i = 0, 1,2, 3, 3%.

Corolario 2.2.2. Sea G un grupo paratopologico T;. Entonces, G es pro-
yectivamente T; primero (sequndo) numerable si y sdlo si es topoldgicamente
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isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos paratopoldgicos T; primero
(sequndo) numerables, para i = 0,1,2,3,33.

Los siguientes dos lemas nos serviran para dar una caracterizacion inter-
na de los grupos paratopoldgicos que son topologicamente isomorfos a un
subgrupo de un producto de grupos paratopolégicos T; primero (segundo)
numerables para ¢ = 0, 1.

Un subconjunto V' de un grupo semitopoldgico G se dice w-bueno si exis-
te una familia numerable 7 C Ng(e) tal que para cada x € V podemos
encontrar W € v con zW C V.

Lema 2.2.3. ([29, Lemma 3.10]) Cada grupo paratopoldgico G tiene una base
local en la identidad la cual consiste de conjuntos w-buenos.

Lema 2.2.4. Sea G un grupo paratopolégico. Supongamos que una familia
v C N(e) satisface las siguientes condiciones:

(a) para cada U € v, existe V € v tal que V* C U;
(b) v estd subordinada a U para cada U € 7.

Entonces el conjunto N = ({UNU': U € v} es un subgrupo invariante de
G. Si ademds, se cumple:

(c) {V':V eqy} CU para cada U € 7,
entonces N = (Y{U : U € v} y el subgrupo N es cerrado en G.

Demostracion. Supongamos que se satisface (a) y (b). Es claro que N =
N7 Sean a,b € N y U € 7. Tomemos V € v tal que V? C U, entonces
a,b € VNV~ Sesigue que ab € V2 C U yabec V=2 C UL Por lo tanto,
ab € UNU ™. Lo anterior muestra que N es un subgrupo de G. Ahora, veamos
que N es invariante en G. Sean h € H, x € G y U € ~. Por (b), podemos
encontrar V € v tal que xVaz~! C U. Como h € N, entonces h € VNV 1L,
Por lo tanto, zhz™! € 2Va™ C U y zha™! € 2V~1z7! C UL, es decir,
rhx=teUNUL

Si suponemos que ademds de (a) y (b) se cumple (c), entonces (., U~! C
Nues U Y Nuey U € Npey, U™ Se sigue de lo anterior que N = (., U. Por
ultimo, probemos que N es cerrado. Sea z € G\ N. Escojamos U € ~ tal que
r ¢ Uy tomemos V € v tal que V? C U. Afirmamos que zV N N = (), de
lo contrario x € NV~1 C V=2 C U~!. Esto tltimo es una contradiccién. [
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Katz demuestra que un grupo topoldgico G es topolégicamente isomorfo
a un subgrupo de un producto de grupos topolégicos primero numerables
(metrizables) si y sélo si es w-balanceado. Guran prueba que un grupo to-
poldgico G es topoldgicamente isomorfo a un subgrupo de un producto de
grupos topoldgicos segundo numerables si y sélo si es w-estrecho. Es bien
conocido que en grupos topoldgicos ser Ty es equivalente a ser completamen-
te regular. Sin embargo, en grupos paratopoldgicos esto no sucede. Por esta
razon, las versiones de los teoremas de Katz y Guran en grupos paratopologi-
cos tienen que dividirse en casos, de acuerdo a los axiomas de separacion. En
[31], Tkachenko presenta las versiones de los teoremas de Katz y Guran para
grupos paratopolégicos Hausdorff y regulares. A continuacién presentamos
los casos para grupos paratopologicos Ty v 1.

Teorema 2.2.5. Sea G un grupo paratopologico Ty, entonces G es topologi-
camente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos paratopologicos Ty
primero numerables si y solo si es w-balanceado.

Demostracion. Supongamos que G es un subgrupo de II = [],., H; donde
H; es un grupo paratopoldgico Ty primero numerable para cada i € I. Como
cada H; es primero numerable, entonces cada H; es w-balanceado y, por lo
tanto, el producto II es w-balanceado. Como la propiedad de ser w-balanceado
se hereda a subgrupos, podemos concluir que G es w-balanceado.

Ahora supongamos que GG es un grupo paratopoldgico w-balanceado Tj.
Sea Uy € Ng(e). Debemos definir un homomorfismo continuo sobreyectivo
p: G — H, donde H es un grupo paratopoldgico primero numerable Ty y
tenemos que encontrar una vecindad abierta V{, de la identidad en H tal que
(Vo) € Ub.

Denotemos por N*(e) la subfamilia de Ng(e) la cual consiste de conjuntos
w-buenos. Por el lema 2.2.3, el conjunto N*(e) es una base local de e en G.
Definamos inductivamente una sucesién {7, : n € w} de la siguiente forma.

Sea Uj € N*(e) tal que Uj C Uy y pongamos v = {Uj}. Supongamos
que para algin n € w hemos definido 7y,...,7, de tal forma que para cada
k < n se satisface:

() ve SN (e) ¥ Il < w;

(i) Vo1 C W;

(iii) % es cerrada bajo intersecciones finitas;

(iv) para cada U € v;_1, existe V € 7, tal que V2 C U;

(v) la familia v, estd subordinada a U, para cada U € y;_1;
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(vi) para cada U € v, y o € U, existe V € = tal que 2V C U.

Como 7, es numerable, existe una familia numerable \,; € N*(e) tal
que cada U € 7, contiene el cuadrado de algun elemento V' € A, ;. Por ser
G w-balanceado, podemos encontrar una familia numerable A\, C N*(e)
subordinada a cada U € +,. Como 7, C N*(e), existe una familia numerable
Ans C N*(e) tal que para cada U € v, y x € U, existe V € \,3 la cual
satisface V' C U. Sea 7,41 la minima familia que contiene a ~, U U?Zl Anji
y es cerrada bajo intersecciones finitas. Claramente 7,1 es numerable y
satisface las condiciones (i)—(vi).

Observemos que la familia v = (J, ., 7» es numerable y satisface las con-
diciones (a) y (b) del lema 2.2.4. Por lo tanto, N = ({VNV~1:V €4}
es un subgrupo invariante de G. Consideremos el grupo algebraico G/N. Sea
p: G — G/N el homomorfismo candnico. Pongamos B = {p(V) : V € v}.

Afirmamos que la familia B cumple las siguientes propiedades:

(1) para cada A, B € B, existe C' € B tal que C C AN B;
(2) para cada A € B, existe B € B tal que B? C A;

(3) para cada A € By a € A, existe B € B tal que aB C A;
(4) B estéd subordinada a cada A € B.

En efecto, la condicién (1) se cumple porque v es cerrada bajo interseccio-
nes finitas. La parte (2) es consecuencia de (iv). La condicién (3) se satisface
por (vi). Por dltimo, la parte (4) se sigue de (v).

Pongamos H = G/N. De la afirmacién podemos concluir que la familia B
es una base local de la identidad para una topologia 7 en H tal que (H,7) es
un grupo paratopolédgico. Como B es numerable, entonces (H,7) es primero
numerable. Veamos que el grupo paratopoldgico (H,7) es Ty. Sea y € H \
{€’} donde €’ es la identidad de H. Tomemos = € G tal que p(x) = y.
Como y # ¢, entonces x ¢ N = ({V NV~ :V € ~}. Por lo tanto,
existe V € v tal que x ¢ V N V=L Tomemos W € ~ tal que W2 C V.
Probemos que y ¢ p(W) N p(W)~!, de lo contrario existen u,v € W tales
que y = p(x) = p(u) = p(v)~!, es decir, zu~!,2v € N. En consecuencia
z € NuNnNv P CW2NW=2C VNV~ lo cual es una contradiccién. De lo
anterior se sigue que (H, 1) es Tp.

Finalmente, tomemos U € ~ tal que U? C Uj y pongamos Vy = p(U).
Entonces Vj es una vecindad abierta de € en H y p~!(V) = UN C U?
Ug C Up.

~—

om
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Teorema 2.2.6. Sea G un grupo paratopolégico Ty, entonces G es topologi-
camente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos paratopologicos Ty
sequndo numerables si y solo si es G totalmente w-estrecho.

Demostracion. Supongamos que G es un subgrupo de II = [[,., H; donde
cada H; es un grupo paratopoldgico Ty segundo numerable. Por el lema 1.3.4,
el grupo topolégico asociado H; a H; es Hausdorff segundo numerable vy,
por lo tanto, w-estrecho. Como la clase de grupos topolégicos w-estrechos es
cerrada bajo productos y subgrupos, podemos concluir que G* es w-estrecho,
es decir, G es totalmente w-estrecho.

Ahora supongamos que G es un grupo paratopologico T, totalmente w-
estrecho. Cada grupo paratopoldgico totalmente w-estrecho es w-balanceado
(ver [29, Proposition 3.8]). Aplicando el teorema anterior tenemos que G es
proyectivamente T primero numerable. Veamos que G es proyectivamente Tj
segundo numerable. Sea U € N(e). Como G es proyectivamente T prime-
ro numerable, existe un homomorfismo continuo p: G — H sobre un grupo
paratopolégico Ty primero numerable H tal que p~!(V) C U para alguna
vecindad abierta V' de la identidad en H. Sean G* y H* los grupos topoldgi-
cos asociados a G y H, respectivamente. El homomorfismo p: G* — H* es
continuo. Como G* es w-estrecho y H* es la imagen de G* bajo p, entonces
H* es w-estrecho. Por el lema 1.3.4, H* es un grupo topolégico Hausdorff
primero numerable. En [30] se prueba que todo grupo topoldgico w-estrecho
primero numerable es segundo numerable. Como H es imagen continua de
H*, entonces H tiene una red numerable. Todo grupo paratopologico prime-
ro numerable con red numerable es segundo numerable (ver [5, Proposition
2.13]). Por lo tanto H es Tj segundo numerable. Aplicando el corolario 2.2.2,
tenemos que G es topoldgicamente isomorfo a un subgrupo de un producto
de grupos paratopologicos Ty segundo numerables. O

Observemos que para el caso de grupos paratopolégicos Ty los enunciados
de los dos teoremas anteriores son muy similares a los enunciados de los
teoremas de Katz y Guran. Para grupos paratopoldgicos 717, utilizamos el
concepto de niimero de simetria.

Teorema 2.2.7. Sea G un grupo paratopologico Ty, entonces G es topolégi-
camente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos paratopologicos T
primero numerables si y sdlo si es w-balanceado y Sm(G) < w.

Demostracion. Supongamos que G es un subgrupo de II = [],., H; donde
H; es un grupo paratopoldgico T primero numerable para cada i € I. Como
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cada H; es primero numerable, entonces cada H; es w-balanceado y, por lo
tanto, el producto II también es w-balanceado. Como cada H; es T} primero
numerable, entonces H; tiene pseudocaracter numerable. Por la proposicién
2.1.2 tenemos que Sm(H;) < w para cada i € I. Aplicando las proposiciones
2.1.1 y 2.1.3, podemos concluir que Sm(G) < Sm(Il) < w.

Ahora supongamos que G es un grupo paratopoldgico w-balanceado Ti
con Sm(G) < w. Sea Uy € N (e). Tenemos que definir un homomorfismo con-
tinuo sobreyectivo p: G — H, donde H es un grupo paratopoldégico primero
numerable 7T} y encontrar una vecindad abierta Vj de la identidad en H tal
que p~(Vp) C Up.

Denotemos por N*(e) la subfamilia de N'(e) la cual consiste de conjuntos
w-buenos. Por el lema 2.2.3, el conjunto N*(e) es una base local de e en G.
Definamos inductivamente una sucesion {7, : n € w} de la siguiente forma.

Sea Uj € N*(e) tal que Uj C Uy y pongamos vy = {Uj}. Supongamos
que para algin n € w hemos definido 7y,...,7, de tal forma que para cada
k < n se satisface:

(i) v SN (e) y Il < w;

(ii) k-1 € s

(iii) v es cerrada bajo intersecciones finitas;

(iv) para cada U € ~y;_1, existe V € 7, tal que V2 C U;

(v) la familia -y, estd subordinada a U, para cada U € ~y,_1;

(vi) para cada U € y,_1 y « € U, existe V € ~; tal que 2V C U;
(

vii) ﬂv@k V-1 C U, para cada U € yj_;.

Como 7, es numerable, existe una familia numerable \,; C N*(e) tal
que cada U € 7, contiene el cuadrado de algin elemento V' € A, ;. Por ser
G w-balanceado, podemos encontrar una familia numerable A, € N*(e)
subordinada a cada U € ~,. Como v, C N*(e), existe una familia nume-
rable \,3 € N*(e) tal que para cada U € 7, y ¢ € U, existe V € A3
la cual satisface xV C U. Por hipétesis Sm(G) < w y como la familia ~,
es numerable, podemos elegir A, 4 C N*(e) tal que ﬂV@M V-1 C U, para

cada U € 7,. Sea 7v,,1 la minima familia que contiene a =, U Ule Ani V€S
cerrada bajo intersecciones finitas. Claramente -, .1 es numerable y satisface
las condiciones (i)—(vii).

Observemos que la familia v = (J, ., 7» es numerable y satisface las con-
diciones (a)-(c) del lema 2.2.4. Por lo tanto, N = [, V' es un subgrupo
cerrado invariante de G. Sea p: G — G/N el homomorismo canénico. Pon-
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gamos B = {p(V):V € ~}.

Afirmamos que la familia B cumple las siguientes propiedades:

(1) para cada A, B € B, existe C' € B tal que C C AN B;
(2) para cada A € B, existe B € B tal que B? C A;

(3) para cada A € By a € A, existe B € B tal que aB C A;
(4) B esté subordinada a cada A € B.

En efecto, la condicién (1) Se cumple por que v es cerrada bajo inter-
secciones finitas. La parte (2) es consecuencia de (iv). La condicién (3) se
satisface por (vi). Por tltimo, la parte (4) se sigue de (v).

Pongamos H = G/N. De la afirmacién podemos concluir que la familia B
es una base local de la identidad para una topologia 7 en H tal que (H,7) es
un grupo paratopolégico. Como B es numerable, entonces (H,7) es primero
numerable. Veamos que el grupo paratopoldgico (H, 1) es Ty. Seay € H\{e'}.
Tomemos = € G tal que p(r) =y. Como y # ¢’, entonces x ¢ N =, V.
Por lo tanto, existe V' € 7 tal que z ¢ V. Tomemos W € v tal que W2 C V.
Probemos que y ¢ p(W), de lo contrario existe u € W tal que y = p(z) =
p(u), es decir, zu~! € N. En consecuencia x € Nu C WW C V| lo cual es
una contradiccién. De lo anterior se sigue que (H,7) es 17.

Finalmente, tomemos U € « tal que U? C U} y pongamos Vi = p(U).
Entonces Vj es una vecindad abierta de ¢ en H y p~'(Vy) = UN C U? C
U; C Up.

O

Corolario 2.2.8. Todo grupo paratopologico Ty w-balanceado con pseudo-
cardcter numerable admite un isomorfismo continuo sobre un grupo parato-
pologico Ty primero numerable.

Demostracion. Como G tiene pseudocaracter numerable, entonces Sm(G) <
w. Por el teorema 2.2.7, G puede identificarse como un subgrupo de un
producto H = [[,., H; de grupos paratopoldgicos T} primero numerables.
Debido a que G tiene pseudocaracter numerable, podemos encontrar un
subconjunto numerable J C [ tal que la restriccién a G de la proyeccion
Py: H — [],c, H; es inyectiva. Por lo tanto G se condensa en el grupo pa-
ratopoldgico P;(G). O

Por [31, Theorems 2.7, 3.6] y nuestros teoremas 2.2.5 y 2.2.7, los grupos
paratopoldgicos proyectivamente 7; primero numerable estan caracterizados
internamente, para ¢ = 0,1, 2, 3.
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Problema 2.2.9. Dar una caracterizacion interna de los grupos parato-
poldgicos proyectivamente TS% primero numerable.

Teorema 2.2.10. Sea G un grupo paratopolégico Ty, entonces G es topologi-
camente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos paratopologicos Ty
sequndo numerables si y solo si es G totalmente w-estrecho y Sm(G) < w.

Demostracion. Supongamos que G es un subgrupo de II = [[,., H; donde
cada H; es un grupo paratopoldgico 77 segundo numerable. Por el lema 1.3.4,
el grupo topoldgico asociado H; a H; es segundo numerable y, por lo tanto, w-
estrecho. Como IT* = []..; H;, entonces IT* es w-estrecho. El grupo topolégico
asociado G* a G es w-estrecho por ser subgrupo del grupo topoldgico IT*. La
condicién Sm(G) < w se verifica como en el teorema 2.2.7.

Ahora supongamos que G es totalmente w-estrecho y Sm(G) < w. Cada
grupo paratopolégico totalmente w-estrecho es w-balanceado (ver [29, Pro-
position 3.8]). Aplicando el teorema 2.2.7, tenemos que G es proyectivamente
Ty primero numerable. Mediante un razonamiento similar al utilizado en el
teorema 2.2.6, se prueba que G es proyectivamente 77 segundo numerable.
Aplicando el corolario 2.2.2, tenemos que G es topoldgicamente isomorfo a
un subgrupo de un producto de grupos paratopolégicos 77 segundo numera-

bles. 0

Corolario 2.2.11. Todo grupo paratopolégico T totalmente w-estrecho con
pseudocardcter numerable admite un isomorfismo continuo sobre un grupo
paratopologico T sequndo numerable.

Demostracion. Se prueba de forma andloga al corolario 2.2.8. [

El siguiente ejemplo y el siguiente lema nos serviran para construir un
grupo paratopolégico con propiedades interesantes.

Ejemplo 2.2.12. Consideremos el grupo aditivo (R, +). Sea U, = (—=, 1)U
(n,o00), para cada n € N,

Veamos que la familia {U,, : n € N} satisface lo siguiente:
i) Uyy1 C Uy, para cada n € N;
ii) Uy, + U, C U, para cada n € N;

iii) Para cada n € Ny cada u € U,, existe m € N tal que u + U, C U,;
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iv) Para cada n € Ny cada x € R se tiene z + U,, — x = U,,.

v) N{U, :n € N} = {0}.

En efecto:

i) Evidente.

1 1

ii) Tomemos x,y € Us,. Si z,y € (—%,%), entonces  +y € (—, ) C

Up. Siz € (—5-,5-) y y € (2n,00), entonces x4y € (2n—5-,00) C U,.

Por tltimo, si x,y € (2n,00) se tiene que = +y € (4n,o0) C U,. Por lo
tanto U,y,, + Uy, C U,,.

iii) Sean n € Ny v € U,. Si u € (—%,%), existe m > n tal que u +
(—+, L) C (=2,1). Entonces u + (m,00) C (n,00) y, por lo tanto,
u+ U, C U,. Por otro lado, si u € (n,c0), podemos encontrar m € N
tal que u — = > n. En este caso, u+ U, C (u— =,00) C (n,00) C U,.

iv) Se sigue de la conmutatividad de R.

v) Evidente.

De las condiciones i)-iv) podemos concluir que existe una topologia u en
(R, +) tal que F = (R, ) es un grupo paratopolégico y la familia {U, : n €
N} es una base local de 0 en F. La condicién v) implica que el espacio F es
T:. Como F' es totalmente w-estrecho primero numerable, entonces F' es un
grupo paratopolégico segundo numerable ([2, Proposition 3.5]). ]

Lema 2.2.13. Si existe una condesacion de un espacio Hausdorff X sobre un
espacio Hausdorff primero numerable, entonces para cada v € X, existe una

familia {V,, : n € w} de vecindades abiertas de x en X tal que (o, Vo = {2}

Dado un grupo semitopolégico Hausdorft G se define el nimero de Haus-
dorff, denotado por Hs(G), como el minimo cardinal k tal que para cada
vecindad U de e en G, existe una familia v de vecindades de e tal que
Nve, VV™H C U y || < & (ver [31]). Utilizando el nimero de Hausdorff,
M. Tkachenko demuestra el siguiente resultado:
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Teorema 2.2.14. ([31, Theorem 2.8]) Un grupo paratopolégico Hausdorff
G es topologicamente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos pa-
ratopologicos Hausdorff sequndo numerables si y solo si es G totalmente w-
estrecho y Hs(G) < w.

En [29, Problem 6.2] M. Sanchis y M. Tkachenko plantean la siguiente
pregunta:

a) {Es cada grupo paratopoldgico abeliano Hausdorff totalmente w-estrecho
topologicamente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos parato-
polégicos Hausdorff segundo numerables?

Aplicando el teorema 2.2.14, podemos escribir la pregunta a) de forma
equivalente:

., Cada grupo paratopolégico abeliano Hausdorff totalmente w-estrecho
tiene nimero de Hausdorff numerable?

Todos los grupos paratopolégicos Hausdorff totalmente w-estrechos cono-
cidos hasta ese momento tenfan nimero de Hausdorff numerable. Con base
en lo anterior M. Tkachenko plantea la siguiente cuestién (ver [31, Problem
4.1]):

b) ;Cada grupo paratopolégico Hausdorff totalmente w-estrecho G satis-
face la desigualdad Hs(G) < w?

En [29] M. Sanchis y M. Tkachenko demuestran que un grupo parato-
polégico Hausdorff totalmente Lindel6f con pseudocaracter numerable se pue-
de condensar en un grupo paratopoldgico Hausdorff segundo numerable. En
un intento de extender este resultado a grupos paratopoldgico totalmente w-
estrechos, los autores redactan la siguiente pregunta (ver [29, Problem 6.3]):

¢) ¢ Todo grupo paratopolégico Hausdorff totalmente w-estrecho con pseu-
docaracter numerable se puede condensar en un grupo paratopolégico Haus-
dorff segundo numerable?

Un corolario del teorema 2.2.14 es el siguiente: un grupo paratopolégi-
co Hausdorff totalmente w-estrecho con numero de Hausdorff numerable y
pseudocaracter numerable se puede condensar en un grupo paratopoldgico
Hausdorff segundo numerable. Por lo tanto, si logramos construir un gru-
po paratopologico abeliano Hausdorff H, totalmente w-estrecho con pseu-
docaracter numerable que no se puede condensar en un espacio Hausdorff
primero numerable, entonces H tendra ntimero de Hausdorff no numerable.
Lo cual responderia las preguntas a)—c).
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Ejemplo 2.2.15. Existe un grupo paratopolégico abeliano H, funcionalmen-
te Hausdorff, totalmente w-estrecho con pseudocardcter numerable que no se

puede condensar en un espacio Hausdorff primero numerable. En consecuen-
cia, Hs(H) > w.

Consideremos el grupo del circulo T con su topologia usual y notacién
aditiva. Sea F' el grupo paratopoldgico del ejemplo 2.2.12. Pongamos K =
F x T“M%, Tomemos un conjunto {a, : a € w; \ {0}} € R* linealmente
independiente en (R, +). Sea t € T un elemento de orden infinito. Para cada
a € wy \ {0} definamos el elemento z,, € K de la siguiente manera:

Aoy B=0;
xa(ﬁ) = t? B:aa

0, en otro caso.

Sea H el subgrupo de K generado por el conjunto {z, : @ € w;\{0}}. Veamos
que el grupo paratopolégico H es funcionalmente Hausdorff. Tomemos x €
H\ {0}, entonces & = n1&o, +NoZay +- - - +ngZa, con k € N, o, a0, ...,qp €
wy \ {0} distintos dos a dos y n; € Z\ {0} para cada i < k. Observemos que
z(a) = nyt. Como ny € Z\ {0} y t es de orden infinito, entonces nit # Or.
Sea p,,: K — T,, la proyeccion de K en el factor ay. Denotemos por g a
la restriccion de p,, a H. Como T es Tychonoff, existe una funcién continua
h: T — [0,1] tal que h(0Or) = 0y h(nit) = 1. Pongamos f = hog, entonces la
funcién f es continua y, ademés, f(0y) =0y f(x) = h(g(z)) = h(nit) = 1.

Sabemos que los espacios F'y T son T; segundo numerables. Aplicando
el teorema 2.2.10, tenemos que H es totalmente w-estrecho y Sm(H) < w.

El conjunto Z = ({0r} x G“*M)) M H es un conjunto G5 en H. Si nyx,, +
Moo, ++ -+ NpTa, = € Z, entonces O = x(0) = n1aq, +N200y +- - +Nglq,
y como el conjunto {a, : @ € wy \ {0}} es linealmente independiente tenemos
que n; = 0 para cada ¢« < k y, por lo tanto x = Og. De lo anterior, se sigue
que H tiene pseudocaracter numerable.

Para probar que H no se puede condensar en un espacio Hausdorff primero
numerable, necesitamos demostrar la siguiente afirmacién.

Afirmacién. Si U € Nk (0k) es un abierto canénicoen K y V = U N H,
entonces rg € v para cada [ € wy \ {0} tal que 8 ¢ supp(U).

Demostracion de la afirmacion. Sean U,V y xz como en el enunciado de la
afirmacion. Por hipétesis, U = [[{P. : @ € w1}. Sea O € Nk (0k) un abierto
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canénico en K tal que O C U y 0 € supp(O). Pongamos O = [[{O, : o € wy}
y supp(O) = {0, ay, as, ..., ag}. Tenemos que O,, C P, para cada o € w;
y supp(U) C supp(O). Existe ng € N tal que U,, C Opy. Sea r un entero
positivo tal que ra,, > ng. Si z € T es de orden infinito, entonces el conjunto
{nz :n € N} es denso en T. Para cada i < k existe un entero positivo r; tal
que r;t € O,,, podemos tomar 7 > r. Sea y = 11Tq, + T2Tay + ** + TkTq, -
Recordemos que cada a,, > 0 para cada ¢ < k, por lo tanto

Y(0) = r1aa, ++ - -+ 7TGa, > T100, > TGa, > Ng, es decir, y(0) € Uy, C Oy.
Ademas, y(o;) = rit € O,,, para cada ¢ < k.

De lo anterior podemos concluir que y € O N H.
Tomemos f < wy \ {0} tal que 5 ¢ supp(U). Pongamos z = x5 + y.
Entonces para cada i < k tal que «; € supp(U) \ {0} se tiene

2(a;) = y(ay) =1t € O, C P,,.

Ademas, z(0) = 1an, + -+ + TG, + ag > 100, > Taq, > ng. Por lo
tanto, z(0) € U,, € Oy C F.
Por lo tanto, z e UNH =V y (25 +W)NV #0, donde W =0NH > y.

Se sigue que zg € v y la afirmacién queda probada.

Supongamos que existe una condesacién de H sobre un espacio Hausdorff
primero numerable. Por el lema 2.2.13, existe {V,, : n € w} C Ny(ey) tal
que (e v, = {en}. Para cada n € w, existe U, € Nk (0) abierto canénico
en K tal que U, N H C V,,. El conjunto S = J{supp(U,,) : n € w} C w; es
numerable. Tomemos o < w; \ {0} tal que a ¢ S. Aplicando la afirmacion,
tenemos que z, € V, , para cada n € w, es decir, z, € MNnew VnH = {0y}.
Lo cual es una contradiccién. Podemos concluir que H no se puede condensar
en un espacio Hausdorff primero numerable. O

El ejemplo anterior tiene nimero simetria nimerable. A continuacién
mostramos que la condicion “nimero de simetria numerable” no puede ser
omitida en el teorema 2.2.10.

Ejemplo 2.2.16. Eziste un grupo paratopologico abeliano funcionalmente
Hausdorff totalmente w-estrecho con niumero de simetria no numerable.

Dado z € Z, pongamos R, = {y € Z : y > x}. La familia {R, : x € Z}
es una base para una topologia ¢ en Z tal que G = (Z,0) es un grupo
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paratopoldgico Ty segundo numerable. Una base local para el cero en GG es la
familia {Ry}.

Consideremos al grupo del circulo T con notacién aditiva y su topologia
usual. Sea t € T un elemento de orden infinito. Pongamos K = G x T«\0},
Para cada o € wy \ {0}, definamos x, € K de la siguiente manera:

xa(ﬂ) = tv ﬁ = Qg

Or, en otro caso.

Sea H el subgrupo de K generado por el conjunto {z, : @ € w; \ {0}}. Con
un argumento similar al utilizado en el ejemplo 2.2.15, podemos probar que
H es funcionalmente Hausdorftf.

Aplicando el teorema 2.2.6, tenemos que H es totalmente w-estrecho.
Ahora, veamos que H tiene niimero de simetria no numerable. Sean U = HN
(RoxT«MON) y [V, :n € w} € Ny (0p). Paracadan € w, podemos encontrar
un abierto canénico U, en K tal que U, " H C V,. Sea P = J,,.,, supp(U,).
El conjunto P es numerable y estd contenido en wy. Asi que podemos tomar
o € wy \ {0} tal que a ¢ P. Por lo tanto, 2, € (o, (U, ' NH) € N, Vi
Sin embargo, z, ¢ U. De lo anterior, podemos concluir que H tiene niimero
de simetria no numerable. O]

A partir de las definiciones de nimero de Hausdorff y nimero de si-
metria se puede concluir que para un grupo paratopolégico Hausdorff G se
tiene Sm(G) < Hs(G). Si se satisface la desigualdad Hs(G) < w, entonces
Sm(G) = Hs(G). Denotemos por C, a la clase de grupos paratopolégicos
Hausdorff que cumplen Hs(G) < w. Por las proposiciones 2.1-2.4 en [31],
podemos concluir que C, contiene a los grupos paratopolégicos Hausdorff
primero numerables, Lindelof, grupos topoldgicos, la clase C,, es cerrada bajo
subgrupos y productos arbitrarios. En general, la igualdad Sm(H) = Hs(H)
no se cumple para un grupo paratopoldgico H. Basta tomar el grupo H del
ejemplo 2.2.16. Con base en las observaciones anteriores surge la siguiente
pregunta.

Problema 2.2.17. ;Qué propiedades debe tener un grupo paratopologico G
para que se satisfaga la igualdad Sm(G) = Hs(G)?



Capitulo 3

Funciones cardinales

3.1. Indice de regularidad y de estrechez

Sea G un grupo paratopoldgico. Denotemos por N (e) a la familia de ve-
cindades de la identidad e en G. Recordemos que el indice de regularidad
de un grupo paratopoldgico regular G, denotado por Ir(G), es el minimo
cardinal x tal que para cada vecindad U de e en G, podemos encontrar una
vecindad V' € N(e) y una familia v C N (e) tales que (o, VW' C Uy
|v] < k (ver [31]). Utilizando el indice de regularidad M. Tkachenko carac-
teriza internamente a los subgrupos de productos de grupos paratopolégicos
regulares segundo numerables:

Teorema 3.1.1. (/31]) Un grupo paratopoldgico reqular G es topoldgicamente
1somorfo a un subgrupo de un producto de grupos paratopologicos requlares
seqgundo numerables si y solo si Ir(G) < w y G es totalmente w-estrecho.

En [33, Problem 7.4], Tkachenko plantea la siguiente pregunta:

A) Sea G un grupo paratopoldgico Tychonoff totalmente w-estrecho. ;Es
G topoldgicamente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos para-
topoldgicos regulares segundo numerables?

Por el Teorema 3.1.1, la pregunta anterior se puede reescribir de la si-
guiente manera:

. Todo grupo paratopolégico Tychonoff totalmente w-estrecho tiene indice
de regularidad numerable?

El siguiente resultado responde en forma positiva la pregunta A).

29
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Teorema 3.1.2. Sea G un grupo paratopologico reqular totalmente T-estrecho.
Entonces Ir(G) < 7. En particular, todo grupo paratopoldgico reqular total-
mente T-estrecho tiene indice de regularidad numerable.

Demostracién. Take U € N (e). Como G es un grupo paratopoldgico regular,
podemos encontrar V€ N (e) tal que VV?2 C U. Por hipétesis, existe un
subconjunto F' C G* que satisface |F| <7y (VNV™HEF = G*. Aqui G* es
el grupo topolégico asociado a G (ver seccién 1.3). Pongamos A = FNV2y
B =F\A.Sia€ A, entonces Va C VV2 C U, por lo tanto, (VNV-1)AC U.
Se sigue que G\ U C (VN V~1)B. Para cada b € B, existe W, € N (e) tal
que bW, N V2 = (), equivalentemente, V=16 N VIV, ' = (). Afirmamos que
MNyes VW, ' C U, de lo contrario, podemos encontrar z € ((N,cp VW, ')\ U.
Como G\ U C (VNV~YHB, podemos escoger b € B tal que z € V~'b.
Por lo tanto, z € V~'b N VWb_l, lo cual contradice la eleccién de W, De
lo anterior, concluimos que [),cp VVVb_1 C U. Como |B| < 7, tenemos que
Ir(G) <. O

Problema 3.1.3. ;Cada grupo paratopologico reqular w-estrecho tiene indice
de reqularidad numerable?

El resultado anterior nos permite reformular el Teorema 3.1.1 como sigue:

Corolario 3.1.4. Un grupo paratopolégico reqular G es topolégicamente iso-
morfo a un subgrupo de un producto de grupos paratopologicos requlares se-
gundo numerables si y solo si G es totalmente w-estrecho.

La siguiente pregunta planteada por M. Tkachenko, sigue sin responderse.

Problema 3.1.5. ([32]) Sea G un grupo paratopolégico regular (primero nu-
merable). ;Es G completamente reqular?, ;es G funcionalmente Hausdorff?

En los siguientes dos corolarios obtenemos resultados relacionados con el
problema anterior.

Corolario 3.1.6. Todo grupo paratopologico regular totalmente w-estrecho
es completamente regular.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Corolario 3.1.4. OJ

Corolario 3.1.7. Todo grupo paratopolégico Hausdorff totalmente w-estrecho
es funcionalmente Hausdorff.
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Demostracion. Sea G un grupo paratopoldgico Hausdorff totalmente w-estrecho.
Por el teorema 1.4.1, la regularizacién r(G) de G es un paratopoldgico regu-
lar. Como la topologia en r(G) es mas débil que la topologia en G, tenemos
que 7(G) es totalmente w-estrecho. Aplicando el Corolario 3.1.6, podemos
concluir que r(G) es completamente regular. Se sigue de lo anterior que G es
funcionalmente Hausdorff. ]

Proposicion 3.1.8. St G es grupo paratopolégico reqular totalmente w-estrecho
con pseudocardcter numerable, entonces G admite un isomorfismo continuo
sobre un grupo paratopologico metrizable separable.

Demostracion. Por el Teorema 3.1.4, GG puede identificarse como un subgrupo
de un producto H = [],.; H; de grupos paratopoldgicos metrizables sepa-
rables. Debido a que G tiene pseudocaracter numerable, podemos encontrar
un subconjunto numerable J C [ tal que la restricciéon a G de la proyeccion
ps: H — [],c, H; es inyectiva. Por lo tanto G admite un isomorfimo continuo
sobre el grupo paratopolégico metrizable separable p;(G). ]

En [29] se plantea el problema: jcada grupo paratopolégico Hausdorff
totalmente w-estrecho con pseudocaracter numerable admite un isomorfismo
continuo sobre un grupo paratopoldgico Hausdorff segundo numerable? El
ejemplo 2.2.15, responde en forma negativa a esta pregunta. A continacion
damos una caracterizacion de los grupos paratopologicos correspondientes.

Proposicion 3.1.9. Sea G un grupo paratopoléogico Hausdorff totalmente
w-estrecho con identidad e. Entonces son equivalentes:

a) G admite un isomorfismo continuo sobre un grupo paratopolégico me-
trizable separable;

b) existe una familia numerable v C N (e) tal que mV@V = {e}.

Demostracion. Claramente a) implica b). Para probar que b) implica a) basta
con tomar la regularizacién r(G) de G y aplicar la proposicién anterior. [

Dado un espacio X, el nimero Lindel6f débil de X, denotado por wi(X),
es el minimo cardinal k > w tal que cada cubierta abierta de X contie-
ne una subfamilia A tal que [JA es denso en X y | A |< k. Claramente
wl(X) < e(X) <d(X) y wl(X) <I(X). En [31], se demuestra que cada gru-
po paratopoldgico regular G satisface I7(G) < I(G). En el siguiente resultado
mejoramos esta cota para el indice de regularidad.
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Teorema 3.1.10. Para cada grupo paratopoldgico reqular G se satisface la
desigualdad Ir(G) < wl(G).

Demostracion. Sea U € N(e). Como G es un grupo paratopoldgico regular
podemos encontrar W,V € N (e) tales que W C U y V2 C W. Para cada
€ G\ V2 existe W, € N(e) tal que zW2 N V? = (), o equivalentemente,
V-l2W, N VW' = . Como la familia {zW, : 2 € G\ V2} cubre a G\ W,
entonces {W} U {2W, : z € G\ V2} es una cubierta abierta de G, por lo
tanto, existe S C G\ V2 tal que |S| < wl(G) y W UJ,cg W, es denso en
G. Pongamos O = J, g 2W,. Veamos que G \ U C O. Tomemos z € G\ U
y P un abierto que contiene a z. Como W C U, podemos suponer que P
no intersecta a W. La densidad de W U O en G, implica que P N O # (.
De lo anterior se sigue que z € O, para cada z € G\ U. Por lo tanto,
G\U CO CV'0=,.gV 'aW,. Como V- 'aW,NVW, ! = 0, para cada
x € S, entonces (), .o VW, CU. Lo cual prueba que Ir(G) < wl(G). O

zeS

Corolario 3.1.11. Sea G un grupo paratopologico regular. St G satisface una
de las siguientes condiciones, entonces Ir(G) < w:

a) G tiene celularidad numerable;
b) G es separable;
c) G contiene a un subespacio denso Lindeldf.

Corolario 3.1.12. Cada grupo paratopologico reqular precompacto tiene indi-
ce de reqularidad numerable.

Demostracion. Sea G un grupo paratopoldgico regular precompacto, por [8,
Corollary 3|, G tiene celularidad numerable. Aplicando el corolario anterior,
podemos concluir que I7(G) < w. O

En lo sucesivo utilizaremos el siguiente resultado:

Teorema 3.1.13. (/31]) Un grupo paratopolégico reqular G es topoldgica-
mente isomorfo a un subgrupo de un producto de grupos paratopologicos re-
gulares primero numerables si y sélo si It(G) < w y G es w-balanceado.

Corolario 3.1.14. Sea G un grupo paratopolégico reqular w-balanceado. Si
G satisface una de las siguientes condiciones, entonces G es topolégicamente
1somorfo a un subgrupo de un producto de grupos paratopologicos requlares
primero numerables.
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a) G tiene celularidad numerable;
b) G es separable;
c) G contiene a un subespacio denso Lindeldf;

d) G es precompacto.

Proposicion 3.1.15. Sea G un subgrupo reqular de un grupo paratopoldgico
Ty o-compacto H. Entonces G es topologicamente isomorfo a un subgrupo
de un producto de grupos paratopologicos metrizables. En consecuencia G es
completamente reqular.

Demostracion. Por el lema 1.3.4, el grupo topoldgico asociado H* es Haus-
dorff o-compacto. Lo anterior implica que H* es w-estrecho. Como G* es un
subgrupo del grupo topolégico H*, el grupo topolégico G* es w-estrecho (ver
[6, Theorem 3.4.4]), es decir, G* es totalmente w-estrecho. La conclusién se
sigue de los corolarios 3.1.4 y 3.1.6. ]

Lema 3.1.16. Si k es un cardinal tal que k < 2¥ y T es el grupo del circulo
con su topologia usual, entonces existe x € T" tal que el subgrupo generado
por {x} es denso en T". Ademds, x(«) es de orden infinito para cada o € K.

Demostracion. Por [16, Corollary 25.15], tenemos que existe z € T* tal que el
subgrupo generado por {x} es denso en T*. Para cada o € k, sea p,: T — T
la proyeccion sobre el factor . Como p, es un homomorfismo continuo,
entonces el subgrupo generado por {z(a)} es denso en T. Lo cual implica
que z(«) es de orden infinito. O

Por el teorema 3.1.10 podemos concluir que para cada grupo paratopologi-
co regular G se satisface Sm(G) < Hs(G) < wl(G). El siguiente ejemplo
muestra que este resultado no se puede “extender” a grupos paratopoldgi-
cos Hausdorff, es decir, el nimero Lindelof débil de un grupo paratopolégico
Hausdorff no acota superiormente al nimero de simetria.

Ejemplo 3.1.17. Exziste un grupo paratopologico abeliano funcionalmente
Hausdorff totalmente separable (en consecuencia, totalmente débilmente Lin-
delof) H con nimero de simetria no numerable. Ademds, existe un isomor-
fismo continuo de H sobre un grupo topologico Hausdorff precompacto.
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Demostracion. para cada x € Z, pongamos R, = {y € Z : y > x}. La familia
{R; : © € Z} es una base para una topologia ¢ en Z tal que G = (Z,0) es
un grupo paratopolédgico Ty segundo numerable. Una base local para el cero
en G es la familia {Ry}.

Consideremos al grupo del circulo T con notacion aditiva y su topologia
usual. Por el Lema anterior, existe un elemento z € T«'\M% tal que el sub-
grupo generado por {z} es denso en T“*M% . Pongamos K = G x T«\{0},
Sea zp € K tal que zg [pwvoy= 2y 20(0) = 0. Fijemos un elemento t € T
de orden infinito. Para cada a € w; \ {0}, definamos z, € K de la siguiente
manera:

r.(f)=< t, B=o

Or, en otro caso.

Sea H el subgrupo de K generado por el conjunto X = {z, : & € wy }. Veamos
que H es funcionalmente Hausdorff. Sea p la proyeccién de K sobre T«:\0}
y plu la restriccién de p a H. Es facil ver que el conjunto {zy|pe\0) : o € w}
es independiente en T“*M% por lo tanto p|g: H — p|g(H) es un isomor-
fismo continuo. Como T*'\M% es completamente regular, entonces H es fun-
cionalmente Hausdorff. Como T**\% es precompacto, el subgrupo subgrupo
plp(H) también es precompacto (ver [6, Proposition 3.7.4]).

El grupo topoldgico asociado a K es K* = Z x T'M% donde Z tie-
ne la topologia discreta y T la topologia usual. Sea F' el subgrupo de K
generado por el conjunto {z, : @ € w}. Veamos que F* es denso en K*.
Sea U = [[,en, Ua un abierto canénico no vacio en K*. Podemos supo-
ner que supp(U) = {0,aq,...,ax} y Uy = {m}, donde m € Z. Como el
generado por {z} es denso en T“:\{% entonces existe un entero r tal que
re(a;) = rag(a;) € U,,, para cada i < k. Tomemos 8 € w; \ supp(U).
Consideremos el elemento z = rxy — mag. Tenemos que 2(0) = m € Uy y
2(a;) = rzo(a;) € U,,, para cada i < k. Lo cual implica que z € U N F*. Se
sigue de lo anterior que F™* es denso en K* y, por lo tanto, F* es denso en
H*. Como F™* es numerable, podemos concluir que H* es separable.

Sea M el subgrupo de K generado por el conjunto {z, : @ € w;y \ {0}}.
En el ejemplo 2.2.16 se prueba que Sm(M) > w. Como M es subgrupo de
H, entonces w < Sm(M) < Sm(H). O

Por el corolario 3.1.12, todo grupo paratopolégico precompacto regular
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tiene nimero de simetria numerable. Veamos que la condiciéon “regular” no
se puede sustituir por “Hausdorft”.

Ejemplo 3.1.18. Existe un grupo paratopologico Hausdorff precompacto con
numero de simetria no numerable.

Demostracion. En [7] se prueba que un grupo paratopolégico Hausdorff es
un subgrupo de un grupo paratopoldgico precompacto Hausdorff si y sélo
si admite un isomorfismo continuo sobre un grupo topoldgico precompacto
Hausdorff. El grupo H del ejemplo anterior admite un isomorfismo continuo
sobre un grupo topoldgico precompacto Hausdorff. Por lo tanto, H es un
subgrupo de un grupo paratopolégico precompacto Hausdorff H;. Por ltimo,
w< Sm(H) < Sm(H,y). O

Por la proposicion 3.1.8, cada grupo paratopoldgico regular totalmente
débilmente Lindelof con pseudocaracter numerable admite un isomorfismo
continuo sobre un grupo paratopoldgico Hausdorff segundo numerable. A
continuacion probamos que este resultado, en general, no es vélido en el caso
de grupos paratopoldgicos Hausdorff.

Ejemplo 3.1.19. Eziste un grupo paratopoldgico abeliano funcionalmente
Hausdorff totalmente separable con pseudocardcter numerable que no admite
una condensacion sobre un espacio primero numerable.

Demostracion. Sea F' = (R, u) el grupo paratopoldgico que tiene como base
11

local del cero a la familia {U, = (—z,:) U (n,00) : n € N}, entonces F
es T} segundo numerable (ver ejemplo 2.2.12). Consideremos el grupo del
circulo T con notacién aditiva y su topologia usual. Tomemos un conjunto
A={a,:a € w} CR" independiente en (R, +) tal que Og es un punto de
acumulacion de A en R con la topologia usual. Tomemos un elemento x €
T«*\M% tal que el subgrupo generado por {z} es denso en T“\{% Pongamos
K = F x T“*M% Sea 15 € K tal que ¢ [gu\i0y= 7 ¥ 20(0) = ao. Fijemos un
elemento t € T de orden infinito. Para cada o € wy \ {0}, definamos z,, € K

de la siguiente manera:

% ﬁ = 0;
xa(ﬁ) = t7 6 = 5

O, en otro caso.
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Sea H el subgrupo de K generado por el conjunto X = {z, : @ € wy}.
Mediante un argumento similar al usado en el ejemplo anterior se muestra
que H es funcionalmente Hausdorff.

El conjunto Z = ({0r} x G“*M) N H es un conjunto G5 en H. Si nyxq, +
Moo, +- -+ NkTa, = 2 € Z, entonces Op = 2(0) = nyaq, +N2lay +- - - +Ngla,
y como el conjunto {a, : @ € w;} es independiente, tenemos que n; = 0 para
cada ¢ < k y, por lo tanto z = Oy. De lo anterior, se sigue que H tiene
pseudocaracter numerable.

El grupo topolégico asociado a K es K* = R x T“*M% donde R y T
tienen la topologia usual. Sea GG el subgrupo de K generado por el conjunto
{7 @ € w}. Veamos que G* es denso en K*. Sea U = [] ., Ua un abierto
canénico no vacio en K*. Podemos suponer que supp(U) = {0, a4, ..., ax}.
Como el generado por {x} es denso en T* M entonces existe un entero r
tal que rz(a;) = rag(a;) € U,,, para cada i < k. Como Og es un punto
de acumulacion de A, entonces el subgrupo generado por A es denso en R.
Por lo tanto, existen § € w; \ supp(U) y s € Z tales que sag € Uy — ray.
Consideremos el elemento y = rz+ sxg. Tenemos que y(0) = rag+ sag € Uy
y y(oy) = rao(a;) € Uy, para cada i < k. Lo cual implica que y € U N G*.
Se sigue de lo anterior que G* es denso en K* y, por lo tanto, G* es denso en
H*. Como G* es numerable, podemos concluir que H* es separable.

Sea M el subgrupo de K generado por el conjunto {z, : @ € w; \ {0}}.
En el ejemplo 2.2.15, se prueba que no existe una condensaciéon de M sobre
un espacio Hausdorff primero numerable. Como M es subgrupo de H, en-
tonces no existe una condensacién de H sobre un espacio Hausdorff primero
numerable. O]

En [6, Open Problem 5.2.1], Arhangel’skii y Tkachenko preguntan: Su-
pongamos que un grupo paratopolégico Hausdorff (regular, tychonoff) G con-
tiene un subgrupo denso 7-estrecho. ;Es G 7-estrecho? El siguiente resultado
responde este problema.

Proposicion 3.1.20. Si un grupo paratopoléogico G contiene un subgrupo
denso T-estrecho H, entonces G es T-estrecho.

Demostracion. Sea U una vecindad de la identidad e en G. Escojamos una
vecindad abierta V de e en G la cual satisface V2 C U. Por hipétesis, existe
un subconjunto A de H tal que A(VNH)=H,(VNH)A=Hy|A| <. Por
el corolario 1.2.6, G = H C V~'H, en consecuencia, G = HV C AVV C AU
y AU = G. De forma similar de prueba que UA = G. n
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Sea G un grupo semitopoldgico con identidad e. Denotemos por N (e) a
la familia de vecindades abiertas de la identidad e en GG. Recordemos que el
indice izquierdo (derecho) de estrechez de G, denotado por In;(G) (respecti-
vamente, In,(G)), es el minimo cardinal 7 > w tal que para cada U € N (e),
existe F' C G tal que FU = G (respectivamente, UF = G) y |F| < 7.

En [25] se demuestra que todo grupo paratopolégico G cumple la igualdad
mw(G) = In)(G)mx(G). Recientemente, en [20] Li, Mou y Wang demuestran
la desigualdad d(G) < In;(G)x(G) para un grupo semitopoldgico G. El si-
guiente teorema generaliza los resultados mencionados anteriormente.

Teorema 3.1.21. Cada grupo semitopoldgico G satisface nw(G) = In(G)mx(G).

Demostracion. Claramente, 7w(G) > mx(G) y mw(G) > d(G)
lo tanto, 7w (G) > Iny(G)mx(G). Ahora, veamos que 7w(G) <
Para ello, primero probemos la desigualdad d(G) < In(G)mx(G). Sea ~
una m-base local de e en G con |y| = wx(G). Para cada V € ~, existe
un subconjunto Ay C G tal que AyV = Gy |Ay| < In(G). Sea A =
Uve, Av. Claramente |A| < I'ny(G)mx(G). Demostremos que A~! es denso
en GG. Tomemos U un abierto no vacio en G. Fijemos x € U, entonces existe
V € v tal que V C Uz™!, equivalentemente, Vo C U. Por la definicién
de A tenemos que 7! € aV, para algin a € A. Se sigue de lo anterior
que a=! € Vo C U. Como A™! es denso y |A™Y| < Iny(G)mx(G), podemos
concluir que d(G) < In)(G)mx(G).

Tomemos D C G tal que que D es denso en G y |D| = d(G). Para cada
d € D, sea By una m-base local de d en G con |By| = 7x(G), para cada
d € D. Pongamos B = |J,cp Ba. Es claro que |B| < 7x(G)d(G). Por lo
probado anteriormente, tenemos que |B| < In;(G)mx(G). Afirmamos que B
es una m-base de G. En efecto, sea U un abierto no vacio en GG. Como D
es denso en (G, existe d € D NU. Como B, es una m-base local de d en GG
podemos encontrar V' € By C B tal que V C U. Se sigue de lo anterior que
mw(G) = In)(G)mx(G). O

> Iny(G), por
Iny(G)mx(G).

Corolario 3.1.22. Todo grupo semitopologico w-estrecho con m-cardcter nu-
merable tiene una m-base numerable.

Corolario 3.1.23. Todo grupo semitopologico w-estrecho con mw-caracter nu-
merable es separable.

En [6, Open problem 5.2.3] se plantea la siguiente cuestion:
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Sea G un grupo paratopolégico Hausdorff 7-estrecho tal que ¥(G) < 7.
.Es la cardinalidad de G menor o igual a 277

En [28, Theorem 2.28] M. Sanchis y M. Tkachenko demuestran que todo
grupo paratopolégico Hausdorff Lindelof G satisface |G| < 2. En realidad
ellos demuestran lo siguiente:

Proposicién 3.1.24. Todo grupo semitopologico Hausdorff G cumple
’G| S 2Hs(G)1Z}(G)[nT(G).

Demostracion. Sea k = Hs(G)Y(G)In,(G). Podemos encontrar una familia
I' € N(e) tal que (y,op VV™! = {e} vy [I'| < k. Para cada V € T, existe
un subconjunto Ay C G tal que VAy = G y |Ay| < k. Consideremos la
familia P ={Va:V €T',a € Ay}. Veamos que P es una subbase para una
topologia 77 en G. Tomemos z,y € G con y # x, entonces existe V € T’
tal que zy~! ¢ VV 1. Escojamos a € Ay tal que x € Va. Supongamos que
y € Va, entonces ry~* € Vaa 'V~ = VV =1 lo cual contradice la eleccién
de V. Denotemos por 7 a la topologia generada por P en G, entonces (G, 7)
es un espacio Tj de peso menor o igual que x. Aplicando [17, 2.2], tenemos
que |G| < 2%, O

3.2. El rango de la diagonal

Los siguientes tres lemas son ttiles en la demostracién del teorema 3.2.4.

Lema 3.2.1. 5i G es un grupo semitopologico Hausdorff con m-cardcter nu-
merable, entonces G tiene pseudocardcter numerable.

Demostracion. Sea v = {U, : n € w} una w-base local de la identidad e en
G. Pongamos W, = U,U,!. Afirmamos que (), ., W, = {e}. En efecto, sea
x un elemento de G distinto de la identidad. Como G es Hausdorff, existe
una vecindad abierta V de e tal que zV NV = (). Como ~ es una w-base local
de e, existe n € w tal que U, C V. En consecuencia, zU, N U, = (), es decir,
x ¢ U U =W,. O

Lema 3.2.2. Sean G un grupo semitopologico, A un subconjunto de G y ~y
una m-base local de la identidad e en G. Entonces,

ﬂ AV-L CA.

Vey
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Demostracién. Denotemos por N (e) a la familia de vecindades abiertas de
e. Sabemos que (yepre AU = A. Si la interseccion (., AV ™! es vacia,
terminamos. En otro caso, tomemos x € ﬂV@/ AV~ Veamos que = €
ﬂUeN(e) AU, Tomemos U € N(e). Como 7 es una m-base local de e, existe
V € v tal que V C U, en consecuencia x € AV~ C AU, Hemos demos-
trado que Ny, AV C Nyepe AU = A H

Dada una coleccién U de subconjuntos de un espacio X, se define la
estrella de U respecto a un conjunto A C X como st(U,A) = |J{U : U €
U,UNAH#P}. Cuando A = {x}, escribimos st(U, z). Pongamos st' (U, z) =
st(U, z) y definimos recursivamente st" ™ (U, z) = st(U, st™(U, x)).

Decimos que un espacio X tiene una diagonal G de rango k£ € N si existe
una sucesion {U, : n € w} de cubiertas abiertas de X tal que ({st*(U,, ) :
n € w} = {x}, para cada x € X. Si un espacio tiene diagonal G4 de rango k
para todo nimero natural k, decimos que X tiene una diagonal G5 de rango
infinito.

Lema 3.2.3. Sea G un grupo paratopologico con identidad e. Si existe una
familia {W,, : n € w} C N(e) tal que para cada par de puntos distintos
Y,z € G podemos encontrar n € w el cual satisface W,yNzW,, = (), entonces
G tiene una diagonal de rango infinito.

Demostracion. Sea k un nimero natural arbitrario. Veamos que G tiene una
diagonal G de rango k. Como G es un grupo paratopologico podemos cons-
truir una sucesién {V, : n € w} C N (e) tal que V¥ C W, para cada n € w.
Pongamos U(z,n) = V,z NV, para cada n € wy z € G. También pon-
gamos (3, = {U(x,n) : * € G} para cada n € w. Consideremos la familia
{Bn : n € w} de cubiertas abiertas de G. Fijemos y € G. Probemos que
N{st*(Bn,y) : n € w} = {y}. Sea z € G con z # y. Por hipétesis, existen
n € w tal que W,y N zW, = (. Afirmamos que z ¢ stf(5,,y). Suponga-

mos lo contrario, entonces existen xy,...,z; € G tales que y € U(xq,n),
z € Ulxg,n) y Ulxy,n) NU(ziyq,n) # 0 para 1l < ¢ < k— 1. En con-
secuencia, existen puntos pi,...,Dk, qo,---,qk—1 € Vn, los cuales satisfacen

Y = T1q0, 2 = PkTk ¥ Pi%; = Ti+1¢; (equivalentemente, r; = p; 'w;41¢;) para
1 <i <k —1. De lo anterior podemos concluir:

Y =140 =Py ToqiGo =+ =Dy Dy Dt ThQet - Q1o =

Pyt D e qo € VTR VE CWW,
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Lo anterior implica que W,y N 2W,, # (). Lo cual contradice la eleccién
de W,,. Por lo tanto, G tiene una diagonal G5 de rango k, para todo k € N.
El lema queda demostrado. O

En [2, Problem 3], se plantea la siguiente pregunta:

Sea (G un grupo paratopolégico Hausdorff (regular) con 7-cardcter nume-
rable. ;Tiene GG una diagonal G5 de rango infinito?

El siguiente resultado responde en forma positiva a esta pregunta en el
caso de grupos paratopoldgicos regulares.

Teorema 3.2.4. St G es un grupo paratopolégico regular con w-cardcter
numerable, entonces G tiene una diagonal Gy de rango infinito.

Demostracion. Por el lema 3.2.1, G tiene pseudocaracter numerable. Ademas,
como G es un grupo paratopologico regular, podemos construir una sucesion
{Vi, i n e w} € N(e) tal que (,c, Vo = {e} ¥ Vag1Vay1 C V, para cada
n € w. Sea {U, : n € w} una m-base local de e. Pongamos W,, = U, U,! para
cada n € w.

Tomemos un par de puntos distintos y,z € G. Por la definiciéon de la
sucesién {V,, : n € w}, existe n € w tal que yz~' ¢ V,,V,,, equivalentemente,
y ¢ V,,V,z. Podemos encontrar W € N (e) tal que zW C V2. Observemos
que la familia {U,, : U,, € W} es una m-base local de e. Por el lema 3.2.2,
tenemos que (\{V,z2WU_ ' : U, € W} C V,zZW. De lo anterior, podemos
concluir:

ViVoz = ViVioz 2 VoeW 2 (\{Vae WU, U © W

Como y ¢ V,V,z, podemos concluir que y ¢ ({V,zWU;!: U, C W},
es decir, existe m € w tal que U, C W y y ¢ VnzWUw’ll. Como U,, C W,
y & V,2U, Ut =V, 2W,,, equivalentemente, yW, -1 N'V,,z = (). Sabemos que
W, = Wrgl, por lo tanto, yW,, N V,,z = 0. Pongamos O,,,, = V,, N W,, para
cada n,m € w. Observemos que la familia {O,,,,, : n,m € w} satisface las
condiciones del lema 3.2.3, por lo tanto, GG tiene una diagonal G§ de rango

infinito. O
El siguiente lema es facil de probar, asi que omitimos su demostracion.

Lema 3.2.5. Si Y es un subespacio denso de un espacio reqular X, entonces
mx(y,Y) =7mx(y, X) (respectivamente, x(y,Y) = x(y, X)) para cada y € Y.



3.2. EL RANGO DE LA DIAGONAL 41

Sea (G, T) un grupo paratopoldgico. Consideremos la regularizacion r(G) =
(G,7,.) de G (ver seccién 1.4). Dado K subgrupo de G, pongamos 0 = 7|k.
En general, las topologias 7,k y o, no coinciden. En el siguiente resultado
damos condiciones suficiente para que dichas topologias coincidan.

Lema 3.2.6. Sea H un subgrupo denso de un grupo paratopoldgico (G, T).
Pongamos o = 7|y, entonces T.|g = o

Demostracion. Sea B una base local de la identidad e en (G, 7). La familia
B, = {int,(UNH’) : U € B} es una base local de e en (H,o0,). Por
otro lado, la familia B,,, = {(int,U )N H : U € B} es una base local de
(H,7:|). Probemos que B,, = B,,|,,. Dado U € B tenemos int,(UNH ) =
int,[(UNH )NH] = int,(U NH). El conjunto (int,U )NH es un abierto en
(H, o) que esté contenido en U N H, por lo tanto, (int,U )N H C int,(U N
H). Para obtener la otra contencién, observemos que int,(U N H) C H.
Tomemos z € int,(U N H), entonces existe V € 7 tal que z € VN H C
U NHCU . Locual implicaque z € VyV =VNH CU, es decir,
z € V C U'. En consecuencia = € int,U . De lo anterior se sigue que
int,(UNH') = (int,U )N H para cada U € B. O

Proposicion 3.2.7. Sea H un subgrupo denso de un grupo paratopoldgico
Hausdorff G tal que H tiene m-cardcter numerable (cardcter numerable).
Entonces, la regularizacion r(G) de G tiene m-cardcter numerable (cardcter
numerable).

Demostracion. Pongamos o = 7|g. Como (H, o) tiene m-cardcter numerable
(caracter numerable), entonces (H, o,) tiene m-cardcter numerable (caracter
numerable). Por el lema 3.2.6, (H, 7| g) tiene m-cardcter numerable (caracter
numerable). Ademads, el grupo paratopolégico (G, 7,.) es regular. Aplicando el
lema 3.2.5, podemos concluir que (G, 7,.) tiene m-cardcter numerable (cardcter
numerable). O

En el siguiente resultado respondemos la pregunta planteada por A. Ar-
hangel’skii y A. Bella para el caso Hausdorff (ver [2, Problem 3]), en una
forma més general (ver ejemplo 3.2.9).

Teorema 3.2.8. Sea H un subgrupo denso de un grupo paratopologico Haus-
dorff G tal que H tiene w-cardcter numerable. Entonces, G tiene una diagonal
Gs de rango infinito.
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Demostracion. Por la proposicién 3.2.7, la regularizaciéon r(G) de G es un
grupo paratopolégico regular con m-cardcter numerable. Aplicando el teorema
3.2.4, podemos concluir que el espacio (G, 7,.) tiene una diagonal G5 de rango
infinito. Como 7, C 7, G tiene una diagonal G5 de rango infinito. [

Es sabido que si un grupo topolégico Hausdorff G contiene un subgrupo
denso primero numerable, entonces G es primero numerable. El siguiente
ejemplo se muestra que este hecho no es véalido para grupos paratopolégcos.

Ejemplo 3.2.9. Euxziste un grupo paratopolégico funcionalmente Hausdorff
G de m-cardacter no numerable el cual contiene a un subgrupo denso sequndo
numerable.

Demostracion. Sea F' = (R, ) el grupo paratopoldgico que tiene como base
local del cero a la familia {U, = (=, £)U(n,00) : n € N}. El espacio F es Ty
segundo numerable (ver ejemplo 2.2.12). Consideremos el grupo del circulo
T con notacién aditiva y su topologia usual.

Tomemos un conjunto S = {t, : @ € w; \ {0}} C T linealmente in-
dependiente, donde t, es de orden infinito para cada a € w; \ {0}. Sea
K = T x Fr\MO% Para cada o € w; \ {0}, definamos z, de la siguiente

manera.:

ta,  B=0;
xa(ﬁ) = _17 ﬂ = 5
1, en otro caso.

Denotemos por G 'y H a los subgrupos de K generados por los conjuntos
X ={zq:a€cw \{0}} y{z,:n €w\{0}}, respectivamente. Es claro que
H es segundo numerable. Veamos que G es funcionalmente Hausdorff. Sea
M el subgrupo de T generado por S. Denotemos por p a la proyeccion de K
sobre T, entonces p|g es un isomorfismo continuo de H sobre M. Debido a
que M es completamente regular, podemos concluir que G es funcionalmente
Hausdorff.

Probemos que H es denso en GG. Para ello veamos que z,, — 2, € " para
cada o € wy \ w. Sea O = [[{O, : @ € wy} un abierto candnico no vacio en
K tal que Ok € O. Pongamos supp(O) = {0, a1, as,...,art vy V =0NG.
Tomemos n € N\ supp(O). Por la topologia en los espacios T y F, podemos
encontrar un entero positivo m > 2 tal que mt,, € (Og —t,) y (m—1) € O,,
para cada 0 < ¢ < k. Sea y = mx,, + ., entonces



3.2. EL RANGO DE LA DIAGONAL 43

y(0) = mt,, + t, € Og. Ademas,

ylay) =mE+1€0,,si0<i<k.
De lo anterior podemos concluir que y € V. Lo cual implica que (—z,+ V)N
H # 0. Asi que —xz, € HC. La demostracién de que T, € A os similar,
sélo basta tomar un entero positivo r tal que rt, € (Og +t,) y r—1 € O,,

para cada 0 < ¢ < k y poner y = rz,, — x,. Como T es un subsemigrupo
de G que contiene a X U (—X) y el grupo G estd generado por el conjunto

X, entonces H = G.

Por 1ltimo, probemos que G no tiene m-caracter numerable. Supongamos
lo contrario. Sea {V}, : n € w} una m-base local de Og en G. Para cada n € w
tomemos un abierto canénico no vacio W,, en K tal que W, NG C V,,. Sea
P = {0}UJ{supp(W,,) : n € w}. Fijemos a € w;\S. Consideremos el abierto
canénico W € Nx(0) tal que supp(W) = a y W, = Uy C F. Por hipétesis,
existe n € w tal que V,, C W N G. Podemos encontrar un entero positivo
m tal que mz, € W,, NG C V,. Sin embargo, mz, ¢ W. Lo cual es una
contradiccion, podemos concluir que G no tiene m-cardcter numerable. O]

De acuerdo a [2, Proposition 1], todo espacio con una diagonal Gs de
rango 3 tiene una diagonal G regular.

Corolario 3.2.10. Cada grupo paratopologico Hausdorff con m-cardcter nu-
merable tiene una diagonal Gs reqular.

Un subconjunto B de un espacio X se dice acotado en X si cada familia
infinita £ de subconjuntos abiertos de X tal que VN B # (), para cada V' € &,
tiene un punto de acumulacién en X. Si X es acotado en él mismo, entonces
decimos que X es tenuemente compacto. Se puede demostrar que en espacios
Tychonoff, compacidad tenue es equivalente a pseudocompacidad.

En [3, Theorem 1] se prueba que si X es un espacio regular con una
diagonal G regular, entonces la cerradura de cada subconjunto acotado B
de X es metrizable. Este resultado junto con el teorema 3.2.10 nos permiten
establecer los siguientes dos corolarios.

Corolario 3.2.11. Sea G un grupo paratopologico regular con T-cardcter
numerable. Entonces cada subconjunto acotado en G es metrizable.

Corolario 3.2.12. Si G es un grupo paratopologico regular con m-cardcter
numerable, entonces cada subespacio tenuemente compacto de G es compacto
y metrizable.
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Demostracion. Sea B un subespacio tenuemente compacto de G, entonces
B es metrizable y pseudocompacto. Ademas, cada espacio pseudocompacto
metrizable es compacto. Esto termina la prueba. O

Es inmediato de la definicién de indice de regularidad (ver seccién 3.1),
que todo grupo semitopoldgico regular primero numerable tiene indice de
regularidad numerable. En el siguiente resultado mejoramos este hecho para
en el ambito de grupos paratopoldgicos.

Proposicion 3.2.13. Si G es un grupo paratopoldgico regular, entonces
Ir(G) < mx(G).

Demostracién. Sea U € N (e). Por la regularidad de G, existe V € N (e) tal
que VV C U. Sea v una 7-base local de e tal que |y| = mx(G). Pongamos
A={W e~y : W C V}. Es claro que A es una 7-base local de e con || =
7x(G). Por el lema 1.2.5, Ny o) VIWV )™ =Ny, VVW 1 CVV CU.
Como W C V para cada W € ), el conjunto WV ! es una vecindad abierta
de e para cada W € A. Se sigue de lo anterior que Ir(G) < mx(G) = |A|. O

El nimero de Hausdorff de un grupo semitopolégico Hausdorff G, deno-
tado por Hs(G), es el minimo cardinal x tal que para cada vecindad U de
e en GG, podemos encontrar una familia v C N (e) tal que ﬂv@ Vvl Ccu
y |7 < K (ver [31]). Se sigue de la definicién que todo grupo semitopolégico
Hausdorff primero numerable tiene niimero de Hausdorff numerable.

Proposicion 3.2.14. Todo grupo paratopologico Hausdorff satisface la de-
sigualdad Hs(G) < mx(G).

Demostracion. Sea 7 una m-base local de e tal que |y| = 7x(G). Como G
es un grupo paratopolégico Hausdorff, para cada = # e, existe una vecin-
dad de la identidad V, tal que V,zV, N V2 = (), equivalentemente, = ¢
(V. V) (VL V). Podemos encontrar U € v tal que U C V, y, por lo tanto,
xr ¢ (UTU)(UUY). Pongamos Wy = (U7'U) N (UU!) para cada U € 7.
Se sigue de lo anterior que {WyW;': U € v} = {e}. O

En un intento de generalizar a grupos semitopolégicos las dos proposicio-
nes anteriores, se plantea la siguiente cuestion:

Problema 3.2.15. Sea G un grupo semitopoldgico regular con w-cardcter

numerable. ;Tiene G indice de reqularidad (nimero de Hausdorff) numera-
ble?
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Un grupo semitopolégico se dice w-balanceado si para cada vecindad U de
la identidad e en G, existe una familia numerable v tal que para cada r € G
podemos encontrar un elemento V' € el cual satisface xVaz~! C U.

Proposicion 3.2.16. Si G es un grupo paratopologico Hausdorff w-balanceado
con Hs(G)Y(G) < w, entonces G tiene una diagonal G5 de rango infinito.

Demostracion. Como Hs(G)Y(G) < w, existe una familia {U, : n € w} C
Ne(e) tal que N, UnU, ' = {e}, donde e es la identidad de G. Como
G es w-balanceado, para cada n € w, existe una familia numerable ~, tal
que para cada z € G podemos encontrar V € 7, tal que z7'Va C U,.
Pongamos v = |J,,c, 7n- Veamos que la familia numerable v U {U, : n €
w} satisface las condiciones del lema 3.2.3. Tomemos una pareja de puntos
distintos z,y € G. Como (o, UnU,; ' = {e}, existe n € w tal que 7'y ¢
U,UL, equivalentemente, U, NyU, = 0. Por la construccién de la familia
7, existe V' € v tal que Vz C zU,. En consecuencia VaxNyU, = (). Aplicando
el lema 3.2.3, concluimos que G tiene una diagonal G5 de rango infinito. [

Es claro que todo grupo semitopoldgico primero numerable es w-balanceado.
Esto motiva la siguiente pregunta:

Problema 3.2.17. ;Todo grupo paratopolégico Hausdorff (reqular) con -
cardcter numerable es w-balanceado?

3.3. Condensaciones

Un grupo semitopolégico se dice w-estrecho si para cada vecidad U de la
identidad e en G, existe un conjunto numerable A C G tal que AU = UA =
G.

Teorema 3.3.1. Sea G un grupo semitopolégico completamente regular w-
estrecho tal que Hs(G)Y(G) < w. Entonces G se puede condensar sobre un
espacio metrizable sequndo numerable.

Demostracién. Por hipdtesis, existe una familia {WW,, : n € w} C N(e) la
cual satisface ), ., WnW,, ' = {e}. Como G es completamente regular, para
cada n € w, existe una funcién continua f,: G — [0, 1] tal que f,(e) =1
y fo(G\ W,) C {0}. Pongamos V,, = {z € G : f,(x) # 0}. Claramente V,,
es una vecindad abierta de la identidad contenida en W,, para cada n € w.
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Asi que ),c, VoV, ' = {e}. Como G es w-estrecho, para cada n € w, existe
A, C G numerable tal que V,,A,, = G. Pongamos P = {V,a : n € w,a €
A,}. Claramente, la familia P es numerable. Para cada n € wy a € A,
definamos la funcién continua f,,: G — [0, 1] como f,, = fn 0 ps—1. Aqui,
pa—1 s la translacién derecha de G por a~'. Observemos que f,q(V,a) =
frn 0 pa-1(Vaa) = fu(Vi) C (0,1]. Si ¢ V,a, entonces p,-1(z) ¢ V,, en
consecuencia f, .(z) = 0. Se sigue de lo anterior que V,,a = {z € G : f, .(x) #
0}. Veamos que la familia de funciones continuas F = {f,,:n € w,a € A,,}
separa a los puntos de GG. Tomemos un par de puntos distintos x,y € G;
existe n € w tal que xzy~! ¢ V,V.-!. Escojamos a € A, tal que = € V,a. Si
y € Vya, entonces zy~! € V,aa V.71 =V, V=1 1o cual contradice la eleccién
de V,. Por lo tanto, z € V,a y y ¢ V,a. De lo anterior, podemos concluir
que foa(x) # 0y fna(y) = 0. Como la familia de funciones continuas F
separa puntos y es numerable, podemos concluir que el producto diagonal
Nicr [: G — [0,1]“ es una funcién continua inyectiva. El teorema queda
demostrado. ]

En [32] M. Tkachenko plantea el problema: ;cada grupo paratopolégi-
co Hausdorff (o regular) G con [(G)Y(G) < w se puede condensar sobre
un espacio Hausdorff segundo numerable? A continuacién se responde esta
pregunta.

Teorema 3.3.2. Si G es un grupo paratopolégico reqular con l(G)(G) < w,
entonces G se puede condensar sobre un espacio métrico sequndo numerable.

Demostracion. Como G es regular Lindelof, el espacio G es completamen-
te regular. También, todo grupo paratopoldgico Hausdorff Lindelof es w-
estrecho y tiene nimero de Hausdorff numerable (ver [31, Proposition 2.4]).
Aplicando el teorema anterior, GG se puede condensar sobre un espacio métrico
separable. O]

Utilizando la regularizacién de grupo paratopolégico podemos extender
el teorema 3.3.2 a grupos paratopologicos Hausdorff como se muestra en el
teorema 3.3.4. Para ello, necesitamos el siguiente probar el siguiente resulta-
do.

Proposicién 3.3.3. Sea G un grupo paratopoldgico Hausdorff con Hs(G)(G) <
w. Entonces la regularizacion r(G) de G también tiene nimero de Hausdorff
y pseudocardcter numerable.
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Demostracion. El grupo paratopolédgico G satisface Hs(G)Y(G) < w siy
s6lo si existe una familia {V,, : n € w} C Ng(e) tal que (), VoV, = {e},
donde e es la identidad de G. Pongamos W,, = IntV,, para cada n € w.
Cada W, es una vecindad abierta de la identidad en r(G). Tomemos = € G
con z # e. Como ()¢, VoV, ! = {€}, existe n € w tal que 2V, NV, = 0. En
consecuencia, xIntV, N IntV, = (), equivalentemente, x ¢ W, W 1. Se sigue
de lo anterior que la familia {W,, : n € w} satisface (., WaW,, ' = {e}. Por
lo tanto, (@) tiene nimero de Hausdorff y pseudocaracter numerable. [

Teorema 3.3.4. Si G es un grupo paratopoldgico Hausdorff con [(G)Y(G) <
w, entonces G se puede condensar sobre un espacio métrico sequndo nume-
rable.

Demostracion. Todo grupo paratopologico Hausdorff Lindelof tiene niimero
de Hausdorff numerable (ver [31, Proposition 2.4]). Aplicando la proposi-
cién anterior, tenemos que el grupo paratopolégico r(G) tiene numero de
Hausdorff y pseudocaracter numerable. Para finalizar la demostracion basta
aplicar el teorema 3.3.2 a la regularizacién r(G) de G. O

El siguiente hecho es facil de probar, asi que omitimos su demostracion.

Proposicién 3.3.5. Todo espacio métrico tiene una diagonal G5 de rango
infinito.

Corolario 3.3.6. Todo grupo paratopologico Hausdorff Lindelof con pseudo-
cardcter numerable tiene una diagonal Gs de rango infinito.

Demostracion. Sea (G, T) un grupo paratopoldgico el cual satisface las con-
diciones del enunciado. Por el teorema 3.3.4, exite una topologia ¢ C 7 en
G tal que X = (G,0) es un espacio métrico. Aplicando la proposicién 3.3.5,
concluimos que X tiene una diagonal G de rango infinito, es decir, para cada
nimero natural k existe una sucesién {U, : n € w} de cubiertas abiertas de
X tal que ({st*(U,,r) : n € w} = {z}, para cada z € X. Como o C T,
la familia {U,, : n € w} es una sucesién de cubiertas abiertas de G tal que
({sth(U,,x) : n € w} = {z}, para cada x € G. Por lo tanto, G tiene una
diagonal G5 de rango infinito. O

Un espacio X es débilmente Lindelof si para cada cubierta abierta U de
X, existe A C U tal que el conjunto (JA es denso en X. Claramente, todo
espacio Lindel6f es débilmente Lindel6f. En [26] se prueba que todo grupo
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paratopoldgico regular tiene indice de regularidad numerable. No sabemos
si el teorema 3.3.2 se puede extender a grupos paratopolégicos débilmente
Lindelof.

Problema 3.3.7. Sea G un grupo paratopologico regular débilmente Lindelof
con pseudocardcter numerable. ;FEs G submetrizable?, ;FEziste una conden-
sacion de X sobre un espacio Hausdorff sequndo numerable?

Un espacio X es Urysohn si cada par de puntos x,y € X, existen vecin-
dades U y V de z y y, respectivamente, tales que U NV = ().

Teorema 3.3.8. 5i G es un grupo semitopoldgico reqular w-estrecho tal que
Hs(G)Y(G) < w, entonces existe una condensacion de G sobre un espacio
Urysohn segundo numerable.

Demostracién. Por hipdtesis, existe una familia {V,, : n € w} C N(e) la
cual satisface (), VoV, ' = {€} ¥y Vs1 C V, para cada n € w. Como G es
w-estrecho, para cada n € w, existe A,, C G numerable tal que V, A, = G.
Sea A = J,., An. Pongamos P = {Vya :n € w,a € AU{G\ Vaa :n €
w,a € A}. Es claro que P es una familia numerable de abiertos en G. Sea o
la topologia en G generada por P. Probemos que X = (G, o) es un espacio
Urysohn segundo numerable. Como P es numerable, sélo falta demostrar que

X es Urysohn. Como Vy,ay G\ V,,a son abiertos en X tenemos que mx =

- X
mc = Vfa, y X\mx C X \ V,a paracadan € wy a € A. Tomemos
z,y € G una pareja de puntos distintos. Como (1, VoV, ' = {e}, existe
n € w tal que yz= ¢ V,V.-1. Podemos encontrar a € A tal que x € V,,;2a.
Siy e VnHaX, entonces yr~! € (VnHaX)(a_anjrlQ) = (Vfﬂa)(a_lvnjé) =

VSHV,;; C V,V.! lo cual contradice la elecci)(?n de V,,. Por lo tanto, y €

X\ Vn+1aX y € Vyyoa. Ademds, X \ Vn+1aX C X\ Vipay Vn+2aX =
VS+2a C V,11a. Hemos demostrado que X es un espacio Urysohn segundo
numerable. N

Corolario 3.3.9. Todo grupo semitopologico reqular, primero numerable y
w-estrecho se puede condensar sobre un espacio Urysohn sequndo numerable.

En grupos paratopoldgicos podemos debililtar el axioma de separacién en
las hipotesis del teorema 3.3.8.
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Corolario 3.3.10. Sea G un grupo paratopoldogico Hausdorff w-estrecho el
cual satisface Hs(G)Y(G) < w. Entonces eziste una condensacion de G sobre
un espacio Urysohn sequndo numerable.

Demostracion. Por la proposicion 1.4.1, el grupo r(G) tiene nimero de Haus-
dorff y pseudocaracter numerable. Ademads, como la topologia de r(G) es méas
débil que la topologia de G, podemos concluir que 7(G) es w-estrecho. Por
el teorema anterior el grupo paratopoldgico se puede condensar sobre un
espacio Urysohn segundo numerable. Esto termina la demostracion. O

Proposicion 3.3.11. Si G es un grupo paratopologico Hausdorff w-estrecho
con w-cardacter numerable, entonces G admite una condensacion sobre un
espacio Urysohn sequndo numerable.

Demostracion. Por el lema 3.2.1 y la proposicion 3.2.14, tenemos la desigual-
dad Hs(G)Y(G) < w. Para terminar basta aplicar el corolario 3.3.10. O

En un intento de generalizar el teorema 3.3.8 y el corolario 3.3.10 se
plantea la siguiente pregunta.

Problema 3.3.12. Sea G es un grupo semitopolégico Hausdorff w-estrecho
con Hs(G)Y(G) < w. jExiste una condensacion de G sobre un espacio Haus-
dorff sequndo numerable?

La siguiente pregunta fue sugerida por M. Tkachenko, mediante comuni-
cacién personal.

Problema 3.3.13. Sea G un grupo paratopolégico reqular w-estrecho primero
numerable. ;Es G submetrizable?



Capitulo 4

Concluisiones

A lo largo de este trabajo se obtuvieron varios resultados en forma positi-
va y algunos contraejemplos que respondian varias preguntas planteadas en
nuestro proyecto de trabajo. Cabe resaltar que se responden algunos proble-
mas publicados por matematicos como A. Arhangel’skii, A. Bella, M. Sanchis
y M. Tkachenko. Sin embargo, no todas las preguntas consideradas en nues-
tro proyecto fueron resueltas. En la siguiente seccion mencionamos algunos
problemas, que hasta donde este autor sabe, todavia siguen sin responderse.

4.1. Problemas abiertos

En un intento de extender la proposicion 2.1.4 a grupos semitopoldgicos
se plantea el siguiente problema.

Problema 4.1.1. ;Cada grupo semitopologico reqular G cumple la desigual-
dad Sm(G) < I(G)?

Por [31, Theorems 2.7, 3.6] y nuestros teoremas 2.2.5 y 2.2.7, los grupos
paratopologicos proyectivamente T; primero numerable estan caracterizados
internamente, para ¢ = 0,1, 2, 3.

Problema 4.1.2. Dar una caracterizacion interna de los grupos parato-
poldgicos proyectivamente Tgé primero numerable.

Problema 4.1.3. ;Qué propiedades debe tener un grupo paratopologico G
para que se satisfaga la igualdad Sm(G) = Hs(G)?

20
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Por el teorema 3.1.2, cada grupo paratopoldgico regular totalmente w-
estrecho tiene indice de regularidad numerable. También por el corolario
3.1.12, cada grupo paratopologico regular precompacto tiene indice de regu-
laridad numerable. Estos resultados sugieren la siguiente pregunta.

Problema 4.1.4. ;Cada grupo paratopoldgico reqular w-estrecho tiene indice
de reqularidad numerable?

En un intento de generalizar a grupos semitopolégicos las proposiciones
3.2.13 y 3.2.14, se plantea la siguiente cuestion:

Problema 4.1.5. Sea G un grupo semitopoldgico reqular con m-cardcter nu-
merable. s Tiene G indice de reqularidad (nimero de Hausdorff) numerable?

Es claro que todo grupo semitopoldgico primero numerable es w-balanceado.
Esto junto con los resultados de la seccion 3.2 motivan la siguiente interro-
gante.

Problema 4.1.6. ;Todo grupo paratopoldgico Hausdorff (regular) con -
cardcter numerable es w-balanceado?

No sabemos si el teorema 3.3.2 se puede extender a grupos paratopoldgicos
débilmente Lindelof.

Problema 4.1.7. Sea G un grupo paratopolégico regular débilmente Lindelof
con pseudocardcter numerable. ;FEs G submetrizable?, ;FExiste una conden-
sacion de X sobre un espacio Hausdorff sequndo numerable?

En un intento de generalizar el teorema 3.3.8 y el corolario 3.3.10 se
plantea la siguiente pregunta.

Problema 4.1.8. Sea G es un grupo semitopolégico Hausdorff w-estrecho
con Hs(G)Y(G) < w. sExiste una condensacion de G sobre un espacio Haus-
dorff seqgundo numerable?

La siguiente pregunta fue sugerida por M. Tkachenko, mediante comuni-
cacion personal.

Problema 4.1.9. Sea G un grupo paratopologico reqular w-estrecho primero
numerable. ;Es G submetrizable?
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